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В-третьих, наиболее подходящей формулой комплексной диэлектри-

ческой проницаемости полярной жидкости является ее кибернетическая 
модель, поскольку она, принципиально не меняя схему формирования на-
пряженности эффективного поля Лорентца, полностью исключает воз-
можность проявления катастрофы Мосотти.  
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КРАТКИЙ ОБЗОР РАЗВИТИЯ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
ДЛЯ НОРМ С ПРИЛОЖЕНИЯМИ К ПРОБЛЕМАМ КОЛЕБАНИЙ 

 
Сообщается о результатах серии работ по развитию дифференциаль-
ного исчисления для норм матричных и векторных функций. Эти ре-
зультаты могут быть применены к различным проблемам колебаний, 
в частности, при определении оптимальных верхних границ для опи-
сания асимптотического поведения исходных функций. 

 
Введение 

В этой статье дан краткий обзор метода дифференциального исчис-
ления, разработанного автором для норм матричных и векторных функций. 
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Рассмотрены приложения метода в различных проблемах колебаний. 
Главное внимание уделено предпосылкам развития, объяснению сути ме-
тода и иллюстрации результатов исследования примерами. Для уточнения 
условий, формулировок и результатов, не приведенных в настоящей ста-
тье, сошлемся на список литературы. 

Работа имеет следующую структуру. В разделе 1 описывается точка 
отсчета в развитии дифференциального исчисления для норм  –  проблемы 
колебаний и амортизации. Здесь большую роль играет первая логарифми-
ческая производная. В разделе 2 объясняется введение второй логарифми-
ческой производной и представлено выражение для ее определения. В раз-
делах 3 и 4 обсуждаются обобщения логарифмических производных; про-
изводные норм основной матрицы и производные норм векторной функ-
ции соответственно.  

 
1. Проблемы колебаний и их амортизации 

Начнем с рассмотрения колебательного поведения модели тела с за-
данной массой и продолжим моделью системы тел, обладающих заданны-
ми массами. Исследуя обе модели, сформулируем ряд проблем, которые 
будут обсуждаться в следующих разделах.   

 

1.1. Колебательное поведение модели тела с заданной массой.  

На рис. 1 представлена модель тела с заданной массой. 

 
Рис. 1. Модель тела с заданной массой. 

 

Закон управления для модели: 
00 )0(,)0(,0 yyyykyybym &&&&& ===++ .      (1)  

Решение уравнения в фазе, близкой к пределу амортизации: 
            )sin()( φωα += tXety d

t ,        (2) 
причем  

m
k

km
bD nn ===−= ωςζωα ,

2
,  ,     (3) 

 nd ωςω 21−=    ( 1ς < ),        (4)         
где амплитуда (X) и фаза (φ ) могут быть определены при начальных усло-
виях 00 )0(,)0( yyyy && == . 

Графическая иллюстрация решения показана на рис. 2 [12]. 
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Рис. 2. Решение для модели тела с заданной массой. 

 

Теперь рассмотрим затухание функции, или асимптотическое пове-
дение решения. Так как 1)sin( ≤+ φω td , то:  

tXety α≤)( ,          (5) 
где 

0<−= nςωα .          (6) 
Отметим, что λλα ReRe ==  – вещественная часть λ  или λ , где 

( , )λ λ  – пара сопряженных комплексных величин колебательной системы.  
Далее заметим, что верхняя граница tXeα  в (5) является верхней оги-

бающей границей функции )(ty . Позже увидим, что уравнения границ для 
моделей систем тел с заданными массами не так хороши для модели коле-
баний одного тела. 

 

1.2. Колебательное поведение системы тел с заданными массами.  

Рассмотрим модель системы тел с заданными массами (рис. 3). 

 
Рис. 3. Модель системы тел с заданными массами. 

 

При n = 1, (k1 + k2)/2 = k, (b1 + b2)/2 = b, m1 = m, y1 = y данная модель 
превращается в модель, представленную на рис. 1. Закон управления для 
модели, изображенной на рис. 3, выглядит так: 

00 )0(,)0(,0 yyyyKyyByM &&&&& ===++ ,     (7) 
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где , ,M B K и y  – матрицы масс, амортизации, упругости и вектор пере-
мещения соответственно:  
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и  
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Чтобы получить формулу, аналогичную (5), колебательная система 
второго порядка (7) трансформируется в систему первого порядка, но 
двойной размерности – в так называемую форму состояния. Для выполне-
ния этого преобразования положим, что:  

yz &= ,    







=

z
y

x          (12) 

и 









−−

= −− BMKM
E

A 11
0

,       (13) 

где x – вектор состояния, A  – матрица системы. Тогда (7) эквивалентен за-
кону управления: 
  0)0(, xxAxx ==& .          (14)  
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Решение этой задачи имеет следующий вид: 
 0Ф(t)x)( =tx ,         (15) 
с основной матрицей  

∑
∞

=
==

0

At

!
eФ(t)

j

j
j

j
tA .        (16) 

Отсюда вытекает, что: 
 

∞∞∞∞ ≤= 00 )(Ф)(Ф)( xtxttx .       (17) 
Значения ∞)(Ф t  проиллюстрированы на рис. 4.  

 
Рис. 4. Норма Чебышева основной матрицы. 

 
Имеются три известные верхние границы, а именно:  

tAAt eet ∞≤=
∞∞)(Ф ;       (18) 

tAet ∞≤∞
][)(Ф µ ;         (19) 

( )teMt εα
ε

+
∞∞ ≤ ,)(Ф ,        (20) 

где соотношение 
 ∞+∞ = Ф(0)][ 1DAµ         (21) 
называется логарифмической производной, а выражение 

)(Remax][
,...,1

AA j
nj

λνα
=

==        (22) 

(с собственными значениями ( )j Aλ  матрицы A ) именуется спектральной 
абсциссой матрицы A . 

Заметим, что в третьей верхней границе 0ε >  и может быть сколь 
угодно мало, и если можно привести матрицу A  к диагональной, то ε  мо-
жет быть приравнено нулю. 
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Сравним первые две верхние границы. Так как согласно [2, 11]: 









+= ∑
≠==

∞

n

ijj
ijii

ni
AAA

;1,...,1
Remax][µ         (23) 

и 









+= ∑
≠==∞

n

ijj
ijii

ni
AAA

;1,...,1
max ,      (24) 

то имеем 
  ∞∞ ≤ AA][µ ,         (25) 
означающее, что вторая верхняя граница лучше первой. Поскольку 

∞+∞ = Ф(0)][ 1DAµ , то вторая верхняя граница tAey ∞= ][µ  является подхо-
дящей лишь при малых  0t ≥ .  

Третья верхняя граница ( )teMy εα
ε

+
∞= ,  отражает тенденцию к убы-

ванию ∞Ф(t)  и подобна поведению модели колебаний одного тела, но 
значение ∞,εM , как правило, слишком большое. Эта верхняя граница опи-
сывает так называемое асимптотическое поведение, т.е. если 0t ≥  велико. 

Замечание: формулы для ][1 Aµ  и ][2 Aµ  в нормах 1|| . ||  и 2|| . ||  (из-
вестных как спектральные нормы) можно найти в [2, 11].   
 

1.3. Формулировка трех проблем  
 

(i) Если 0Ф(0)2 <∞+D , тогда ∞= Ф(t)y  имеет правую кривизну в 

0 0t = . В этом случае касательная в 0 0t = , т.е.  
tAtDy ][1Ф(0)Ф(0) 1

∞∞+∞ +=+= µ ,     (26) 

является лучшей верхней границей, чем tAey ∞= ][µ  (рис. 4). Это приводит 
к проблеме П1: 
 

(П1) Определение ∞+ Ф(0)2D  и, в общем случае, ∞+ Ф(0)kD . 
 

Величина ∞+∞ = Ф(0)][ 2)2( DAµ  называется второй логарифмической 
производной.  Проблема П1 обсуждается в разделе 2. 

(ii) Функции ∞= )(tФy  и tAeMy )][(
,

εν
ε

+
∞=  представлены на  рис. 5.  

Как правило, постоянная ∞,εM  слишком велика; оптимальное значение 

∞,εM  может быть определено, если существует возможность определить 
производные ∞+ )(tФD . Это приводит к проблеме П2: 
 

(П2) Определение ∞+ Ф(t)kD  при всех 0≥t . 
 
 
 

Проблема П2 обсуждается в разделе 3.  
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(iii) Имеется:  

,

)(Ф)(Ф)(
)][(

,

0
)][(

,00

tA

tA

eX

xeMxtxttx
εν

ε

εν
ε

+
∞

∞
+

∞∞∞∞∞

=

=≤≤≤
  (27) 

причем  

∞∞∞ = 0,, xMX εε .         (28) 

 
Рис. 5. ∞= )(tФy  и tAeMy )][(

,
εν

ε
+

∞=
.
 

На рис. 6 можно увидеть кривые ∞= )(txy  и tAeXy )][(
,

εν
ε

+
∞= .  

 
Рис. 6. ∞= )(txy  и tAeXy )][(

,
εν

ε
+

∞=
.
 

 

Итак, подобно (ii), это приводит к проблеме П3: 
 

(П3) Определение ∞+ x(t)kD  при всех 0≥t . 
 
 

Проблема П3 обсуждается в разделе 4.  
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2. Вторая логарифмическая производная 

В этом разделе объясняется способ определения второй логарифми-
ческой производной. Выберем норму Чебышева, поскольку выкладки с ее 
применением наиболее просты. Далее приведем пример использования ре-
зультатов. Кроме того, объясним, почему случай спектральной нормы 
сложнее, чем использование нормы Чебышева. 
 

2.1. Вывод формул для нормы Чебышева 

Заметим, что мы выбираем норму Чебышева, потому что в этой нор-
ме проблема П1 может быть разрешена проще.  

Необходимо разложить ∞)(tФ  локально в правой окрестности 
00 =t : 

0

2
)1()0()0( 0,

2
][][][)( tttAtAAtФ ∆≤≤+++= ∞∞∞∞ Lµµµ  (мало). (29) 

Тогда, 

].[)(

],[][)(

],[)(

)2(2

)1(

)0(

AtФD

AAtФD

AtФ

∞∞+

∞∞∞+

∞∞

=

==

=

µ

µµ

µ

       (30) 

Последовательность вывода формул следующая:  
пусть ))(()( tФtФ ij= , тогда: 

)(max)(
,,1

ttФ i
ni
φ

L=∞ = ,         (31) 

где ∑
=

=
n

j
iji tФt

1
)()(φ ;      

при комплексном числе a имеет место равенство 

          2

2
22

)(Re
)(Im1Re)(Im)(Re

a
aaaaa +=+= ,     (32) 

где 0Re ≠a ;    

L+−+=+ 2

8
1

2
111 xxx , 1<x .      (33) 

Объясним процедуру числовым примером. При njm j ,,1,1 L== ; 
1,,1,1 +== njk j L , 2/1=jb  (j четно), 4/1=jb  (j нечетно) и n = 5 имеется 

1010×ℜ∈A , откуда следует представление  

)(max)(max)(
10

1 10,,110,,1
ttФtФ i

j i
ij

i
φ∑

= ==∞ ==
LL

,     (34) 

причем согласно [9]: 



 29

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

2
7

2
8

2
9

( ) 1 1 1.25 / 2
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= + ⋅ − ⋅ +

= + ⋅ − ⋅

L

L

L

L

L

L

L

L

2
10

2

( ) 1 2.5 3.375 / 2t t tφ

+

= + ⋅ − ⋅ +

L

L

   (35) 

при 10 tt ≤≤ , где 1t  –  достаточно мало. Пусть 01 >t  столь мало, что в )(tiφ  
постоянная – больше чем линейная часть, а линейная часть – больше чем 
квадратичная часть; это соблюдается, если взять, например, 3

1 10−=t . 
Сравнивая только постоянные части, видим, что все 10,,1),( L=itiφ  будут  
кандидатами для максимума. При сравнении линейных частей, кандидата-
ми на максимум останутся только )(),(),( 987 ttt φφφ . Наконец, сравнивая 
квадратичные части )(),(),( 987 ttt φφφ , находим, что )(8 tφ  должно быть 
максимумом, т.е. 

L+−+==∞ 2
5.441)()(

2

8
ttttФ φ , 10 tt ≤≤ ,    (36) 

так что  
4][)0( )1(1 == ∞∞+ AФD µ         (37) 

и 
05.4][)0( )2(2 <−== ∞∞+ AФD µ .      (38) 

Процедура разложения ∞Ф(t)  в ряд описана здесь на примере, а 
может быть сформулирована строго; подробности можно найти в [3]. 

Замечание 1: при sup-нормах || ||⋅  можно показать, что    

h

e
ФDAA

Ah

h

ln
lim)0(][][

0

1)1(
+→

+ === µµ .     (39) 

Это отношение могло быть предпосылкой для введения терминов 
логарифмической производной и логарифмической нормы. 

Замечание 2: в литературе содержится определение  

h
AhE

A
h

1
lim][

0

−+
=

+→
µ  ,       (40) 
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при нормах 1=E , где E  – единичная матрица. Это, очевидно, эквива-
лентно:   

)0(lim][ 1

0
ФD

h

Ee
A

Ah

h
+

→
=

−
==

+
µ .      (41) 

 

2.2. Численный пример 

Чтобы вычислить логарифмические производные, автор разработал 
программу в среде Matlab.  Рис. 5 показывает кривую ∞= Ф(t)y  и ее верх-
нюю границу tAy ][1 ∞+= µ  для данных в разделе2.1. 

Замечание 3: оно касается вывода второй логарифмической произ-
водной в спектральной норме 2|| ||⋅ .  

Имеем: 

  )]()([max
)(

sup)( *

,,12

2

0
2 tФtФ

u
utФ

tФ j
nju
λ

L=≠
== ,    (42) 

где jλ  обозначает собственные значения и )(Ф(t)Ф T* t= . Поэтому следует 

разложить собственные значения )]()([ * tФtФjλ  в ряд в окрестности 00 =t . 
Это сложная проблема разрешена в  [4]. 

 
3. Производные норм фундаментальной матрицы 

В этом разделе обсуждается процедура вывода формул для 

∞+ Ф(t)kD  и результаты показываются на численном примере. 
 

3.1. Процедура вывода формул 

Чтобы определить величину ∞+ )Ф(t0
kD  при 00 ≥t , как и при 00 =t , 

разложим в ряд величину ∞Ф(t)  в окрестности 0t , т.е.: 

L+
−

+−+= ∞∞+∞∞ + 2
)()Ф(t)()Ф(t)Ф(tФ(t)

2
0

0
2

000
ttDttD , (43) 

000 tttt ∆+≤≤  ( 00 >∆t  мало). В [4] показано, что ∞Ф(t)  представляет со-
бой аналитическое выражение в малой правой окрестности 0t , так что раз-
ложение возможно. 
 

3.2. Численный пример 

Мы хотим определить ∞,εM  такое, чтобы верхняя граница 
teMty )(

,)( εα
εφ +

∞==  касалась кривой ∞= Ф(t)y . 
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Условия для определения искомого места касания ct  и постоянной  

∞,εM :      

).t()Ф(t

),t()Ф(t

cc

cc

φ

φ

′=

=

∞+

∞

D
        (44) 

Эти два уравнения для двух искомых значений ct  и ∞,εM  разрешены 
численно. Применяя положения подраздела 2.1 для α , получим  

α –0,0502          (45) 
и для искомых: 

 ∞

∞

,

,

εM
tc      

.1148.3
,3930.2
         (46) 

На рис. 5 кривые ∞= Ф(t)y  и tAeMy )][(
,

εν
ε

+
∞=  с минимальным 

∞,εM  проиллюстрированы графиками. 
 

4. Производные норм векторных функций 

В этом разделе обобщается идея раздела производных норм, резуль-
таты поясняются на численном примере. 
 

4.1. Процедура вывода формул 

Пусть )(tx  – аналитическая векторная функция, являющаяся, напри-
мер, решением исходной задачи 00 )(, xtxAxx ==& . Чтобы определить вели-
чины p

k txD )( 0+
, ],1[ ∞∈p , как в подразделе 3.1, мы применим разложение 

в ряд ptx )(  в окрестности 00 ≥t : 

L+
−

+−+=
++ 2

)()()()()()( 0
0

2
000

tttxDtttxDtxtx pppp ,  (47) 

000 tttt ∆+≤≤  ( 00 >∆t  мало) при ],1[ ∞∈p .  
В [5] показано, что ptx )(  является аналитическим выражением в 

малой правой окрестности 00 ≥t , так что это разложение возможно. 
 

4.2. Численный пример 

Проблема состоит в определении такого ,Xε ∞ , что верхняя граница 
teXty )(

,)( εα
εφ +

∞==  касается кривой ∞= )(txy . Решение этой проблемы 
аналогично решению подраздела 3.2. 

Для решения начальной задачи 00 )(, xtxAxx ==&  относительно )(tx  
кривые ∞= )(txy и teXy )(

,
εα

ε
+

∞= с минимальным ∞,εX  показаны на рис. 6. 
Примеры при 2=p  и с возбуждением силы можно найти в [5]. 
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Заключение 

Результаты проведенного обзора развития дифференциального ис-
числения для матричных норм и векторных функций могут быть использо-
ваны при решении проблем теории колебаний. Применение новых теоре-
тических положений показано при вычислении минимальных значений по-
стоянных в формулах верхних границ, описывающих асимптотическое 
поведение функции. Из-за ограничений формата статьи представлены 
только главные идеи. Дополнительную информацию можно получить из 
литературных источников.   
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