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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ НАДЕЖНОСТИ 

СТОХАСТИЧЕСКИХ СЕТЕЙ  
 

Для мостиковых схем построен минимальный по числу арифметических опе-
раций алгоритм вычисления длины и псевдодлины кратчайшего пути. Опре-
делены узкие места в рассматриваемых схемах как минимальные совокупно-
сти ребер, изменение параметров которых приводит к изменению параметра 
надежности. Построен алгоритм вычисления узких мест. 

 
Введение 

Задача вычисления вероятности работы сети с ненадежными элементами 
естественно возникает в технических приложениях. Прямое вычисление вероят-
ности работы сети требует геометрически растущего по количеству ребер числа 
арифметических операций, поэтому появляется необходимость использовать 
асимптотические методы. В работе [1] получены асимптотические соотношения 
для вероятности работы сети при различных условиях, накладываемых на асим-
птотики надежности ее элементов. Основными параметрами, входящими в эти 
соотношения, являются длина и псевдодлина кратчайшего пути.  

Для мостиковых схем и схем, содержащих мостиковый элемент, построен 
минимальный по числу арифметических операций и линейный по числу ребер ал-
горитм вычисления длины и псевдодлины  кратчайшего пути. Получены условия 
независимости длины и псевдодлины кратчайшего пути от параметров отдельных 
ребер.  

Рассмотрена радиально-кольцевая схема общего вида, для которой также  
найдено асимптотическое соотношения для вероятности работы всей сети при 
фиксированных вершинах. Во всех рассматриваемых схемах определены узкие 
места как минимальные совокупности ребер, увеличение или уменьшение пара-
метра которых приводит к изменению параметра надежности всего графа. По-
строен алгоритм  вычисления узких мест. 

 
Предварительные сведения 

 

Рассмотрим неориентированный граф Г с конечным множеством вершин U, 
с множеством ребер W = {w= (u,v), u, v ∈ U}  и выделенной начальной u0 и ко-
нечной u0 вершинами. Обозначим R совокупность всех путей R  графа Г, соеди-
няющих начальную вершину u0 с конечной u0,  и предположим, что R ≠ Ш. Со-
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поставим каждому ребру w ∈ W графа Г число б(w) = I(w работает), где I(B) ин-
дикатор функции события B. Обозначим величину, характеризующую связность 
верши u0, u0 в Г 

U I
ℜ∈ ∈

=
R Rw

w)(αβ .         (1) 

Предположим, что б(w), w∈W – независимые случайные величины, 
)(1)(),()1)(( hphqhpwP www −===α ,      (2) 

где h – некоторый малый параметр: h→0. В [1] доказаны следующие утвержде-
ния.  

Теорема 1. Пусть pw(h)~exp(–h–d(w)), h→0, где d(w)>0, w∈W. Тогда  
–lnP(в=1)~h –D, причем 

).()( maxmin wdDD
RwR ∈ℜ∈

=Γ=         (3) 

Теорема 2. Пусть pw(h)~h–g(w), h→0, где g(w)>0, w∈W. Тогда lnP(в=1)~G ln 
h, причем 

∑
∈ℜ∈

=Γ=
RwR

wgGG )()( min .        (4) 

Константы G, D можно интерпретировать как длину и псевдодлину, соот-
ветственно, кратчайшего пути. 

Обозначим  
},)(max:{' DwdR

Rw
=ℜ∈=ℜ

∈
        (5) 

,},)(:{ '' ℜ∈=∈= RDwdRwR        (6) 
}.:{S '' ℜ∈= RR           (7) 

Рассмотрим множество ребер, полученных извлечением из каждого R': 
R∈R' по одному ребру w. Совокупность  всех таких множеств обозначим T. Пусть 
S', T' – совокупность минимальных по включению множеств из S, T. В [2] дока-
зано утверждение.  

Теорема 3. Пусть е0 = min(|D – d(w)|>0: w∈W). 
1. Для любого R'∈S и любого е, 0< е < е0 , справедливо свойство (B): при 

замене d(w) на d(w) – е для всех w∈R' справедлива замена D→D – е. 
2. Если S ⊆ U  и удовлетворяет свойству (B), то ∃S*∈S: S* ⊆ S. 
3. Для любого T∈T и любого е, 0< е < е0 , справедливо свойство (C): при 

замене d(w) на d(w)+ е для всех w∈T справедлива замена D→D + е. 
4. Если T ⊆ U  и удовлетворяет свойству (C), то ∃T*∈T: T* ⊆ T. 
Замечание 1. В силу утверждения 1 (утверждения 3) теоремы 3 увеличение (уменьше-

ние) надежности элементов z∈S (z∈T) для любого множества S∈S (T∈T) позволяет увели-
чить (уменьшить) надежность графа Г. А в силу утверждения 2 и 4 множества S', T' можно на-
звать узкими местами в графе Г. 

 
Мостиковая схема 

Рассмотрим  неориентированный граф Г со множеством вершин U = {1, 2, 
3, 4} и множеством ребер W = {12, 13, 24, 34, 23}, вершина 1 – начальная, а 4 – 
конечная (рис. 1). Данная схема [3] называется мостиковой, а ребро (2,3) – мости-



 

103

ковым элементом.  
Рассчитаем надежность мостиковой схемы 

P(Г) в предположении, что ребра w = (i,j) работают 
независимо, с вероятностью pij, (i,j)∈W, положим qij= 
= 1 –  pij. Определим Г0 граф, полученный из Г ис-
ключением ребра (2,3). Обозначим Г1 граф, полу-
чившийся из Г0 склеиванием вершин 2, 3. По фор-

муле полной вероятности [4] надежность 
),()1()()( 0

23
1

23 Γ−+Γ=Γ PpPpP        (8) 
где P(Г1)=(1– q12 q13) (1– q24 q34),  P(Г0)=[1–(1– p12 p24) (1– p13 p34)].  

Таким образом, зная pij , (i,j) ∈W, можно рассчитать надежность P(Г), ис-
пользуя np(Г) = 14 арифметических операций. 

Если pij = pi,j(h)~exp(–h–d(i,j)), h→0, где d(i,j) > 0, i,j∈W,  то, используя тео-
рему 1 и формулу (8), можно получить, что:  

)]()],(,min[max[)(,~)(ln 01
23

)( ΓΓ=ΓΓ− Γ− DDdDhP D ,   (9) 
где D(Г0) = min(max(d12, d24), max(d13, d34)), D(Г1) = max(min(d12, d13),min(d24, d34)). 

Если pij = pi,j(h)~h–g(i,j), h → 0, где g(i,j) > 0, i,j∈W,  то, используя теорему 2 
и формулу (8), нетрудно получить, что:  

)](),(min[)(,ln)(~)(ln 01
23 ΓΓ+=ΓΓΓ GGgGhGP ,    (10) 

где G(Г0)=min((g12 + g24), (g13 + g34)), G(Г1)=min(g12, g13) + min(g24, g34). 
 

Схема с мостиковым элементом 

Рассмотрим  неориентированный граф Ґ со множеством вершин U = {0, 1, 2, 
3, 4, 5} и множеством ребер W = {01, 02, 13, 24, 23, 14, 34, 35, 45}, вершина 0 – 
начальная, а 5 – конечная (рис. 2).  Ребро (3,4) – мостиковый элемент, в термино-
логии [3] данная схема называется структурой двух “звезд”, включенных на “тре-
угольник”. 

 
Рис. 2. Схема двух «звезд», включенных на «треугольник». 

 

Определим Ґ 0 граф, полученный из Ґ исключением ребра (3,4). Обозначим  
Ґ 1 граф, получившийся из Ґ 0 склеиванием вершин  3,4. Рассчитаем надежность 
схемы P(Ґ) в предположении, что ребра w = (i,j) работают независимо, с вероят-
ностью pij , (i,j) ∈W. Если pij = pi,j(h)~exp(–h–d(i,j)), h → 0, где d(i,j) > 0, i,j∈W,  то, 
используя теорему 1 и формулу (8), можно получить, что:  

))Ґ()],Ґ(,min(max[)Ґ(,~)Ґ(ln 01
34

)Ґ( DDdDhP D =− − ,   (11) 
здесь D(Ґ 0) = min(max(C1, d35),max(C2, d45)), D(Ґ1) = max(min(C1, C2),min(d35, d45)), 

Рис. 1. Мостиковая схема. 
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где C1= min(max(d01, d13),max(d02, d23)), C2= min(max(d01, d14),max(d02, d24)). 
Если pij = pi,j(h)~h–g(i,j)), h → 0, где g(i,j) > 0, i,j∈W,  то, используя теорему 2 

и формулу (8), нетрудно получить, что:  
)]Ґ(),Ґ(min[)(,ln)Ґ(~)Ґ(ln 01

34 GGgGhGP +=Γ ,    (12) 
здесь G(Ґ 0) = min((F1 + g35), (F2 + g45)), G(Ґ 1) = min(F1, F2) + min(g35, g45), где 

F1= min((g01+ g13), (g02 + g23)),   
F2= min(max(g01 + g14),max(g02 + g24)). 
 

Модификация мостиковой схемы 

Построим граф Г* (универсальную эквивалентную 
схему трансформатор [5]), дополнив Г ребром 1,4 (рис. 
3), тогда нетрудно получить 

)].(,min[)(
)],(,min[)(

14*

14*

Γ=Γ
Γ=Γ

GdG
DdD

         (13) 

Так как граф Г* является полным, то формулы 
(13) можно распространить на случай, когда рассматри-
вается связность любых двух вершин графа. Для этого 
достаточно перенумеровать вершины графа и восполь-
зоваться формулами (9), (10), (13). 

Теперь рассмотрим предложенную в [6, рис. 1] 
радиально-кольцевую схему Г* с центром в вершине 0 
(рис. 4). 

Для схемы  Г* нетрудно выписать следующее со-
отношение:      

 )].(),(),(),(min[)( ***** ΓΓΓΓ=Γ +−−+−+ DDDDD      (14) 
Здесь  D+(Г*) = min[max(d12, d24), max(d12, d20, d04), max(d10, d04), max(d10, 

d02, d24)] 
D_( Г*) определяется аналогично, с тем лишь условием, что индекс 2 заме-

нен на индекс 3. 
D+ –( Г*) = max(d12, d20, d03, d34),   D– +( Г*) = max(d13, d30, d02, d24). 
В свою очередь,  

)](),(),(),(min[)( ***** ΓΓΓΓ=Γ +−−+−+ GGGGG ,     (15) 
где G+( Г*), G–( Г*), G+ –( Г*), G– +( Г*) определяются так же как и D+( Г*), D–

( Г*), D+ –( Г*), D– +( Г*) с той лишь оговоркой, что операция максимизации заме-
нена на операцию суммирования. 

Данное рассмотрение можно распространить на радиально-кольцевые схе-
мы общего вида Г** (с одним центром и произвольным числом вершин на коль-
це). Для этого схема Г** разрезается по радиусам, соединяющим центр с началь-
ной и конечной вершинами, на две подсхемы (верхнюю и нижнюю), после чего 
строим соотношения типа (14). 

Рис. 3. Универсальная 
эквивалентная схема 
трансформатора Г*. 

Рис. 4. Радиально-
кольцевая схема. 
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Предположим, что верхняя подсхема состоит из вершин 0, 1, 2, ..., n и из 
ребер 12, 23, …, n – 1n, 10, 20, …, n0 (рис. 5).  

 

Определим  пути:  
R+(i, j) = 12…i0j(j+1)…n, 1 ≤ i < j ≤ n,  
R+(i, i) = 12…i(i+1)…n, 1 ≤ i ≤ n, тогда   

        w
jiRwnji

dD maxmin
),(1

** )(
+∈≤≤≤

+ =Γ .                 (16) 

Пусть нижняя подсхема состоит из вершин 0, 
1_, 2_,...,k_, n, k ≤ n и из ребер 12_, 2_3_,…,(k – 
1)_k_, k_ n,  10, 2_0,…, k_0, n0, и R_(i, j) = 

12_…i_0j_(j+1)_…k_n, 1 ≤ i < j ≤ n, R_(i, i) = 12_…i_(i+1)_…k_n, 1 ≤ i ≤ n, тогда  

w
jiRwnji

dD maxmin
),(1

** )(
−∈≤≤≤

− =Γ .       (17) 

А  также  пути:   R+[i] = 12…i0;  R–[i] = 12_…i_0,   R+[i] = 0i(i+1)…n; R–[i] = 
= 0i_(i+1)_…k_n, 1 < i < n, тогда.  

w
jRiRwnji

w
jRiRwnji

dDdD maxminmaxmin
][][,1

**

][][,1

** )(,)(
+

−
−

+ ∈≤≤
+−

∈≤≤
−+ =Γ=Γ

UU

 

После чего для определения D(Г**) используем формулу (14). 
 

Заключение 

В качестве заключения рассмотрим приложение к моделям времени жизни. 
Пусть ф(w) – независимые величины, имеющие смысл жизни ребер w∈W. Обо-
значим P(ф(w) > t) = pw(h) и положим время жизни Г равным 

)()( maxmin w
RwR

ττ
∈ℜ∈

=Γ .  

Тогда если h = h(t) – монотонно убывающая и непрерывная функция и h→0 
при t→∞ , то теоремы 1, 2 остаются верными при замене P(в = 1) на P(ф(Г) > t). 
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Рис. 5. Радиально-кольцевая 
схема Г**. 

 


