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Решается задача оптимизации промысла популяций, динамика численности 
которых описывается риккеровской моделью, при изменении лимитирующих 
популяционный рост факторов внешней среды в цикле длины два и три. Пока-
зана зависимость интенсивности промысла, долей изъятия и общего изъятия 
из популяции от интенсивности изменения лимитирования. 
Ключевые слова: динамика численности популяций, модель Риккера, оптими-
зация промысла, лимитирование численности, факторы  внешней среды, цик-
лические изменения. 

    
Введение 

В настоящее время основным сдерживающим фактором дальнейшей экс-
плуатации природных ресурсов становится их интенсивная истощаемость, вызы-
ваемая, в частности, неконтролируемыми изъятиями из популяций животных. Ре-
гулирование промысла должно основываться на решении задач оптимизации, в 
которых, помимо экономического требования максимизации доходов от эксплуа-
тации, учитываются экологические требования, накладываемые на популяцион-
ную динамику: недопущение или минимизация вероятности снижения популяци-
онной плотности ниже некоторого критического уровня, способного привести 
популяцию к исчезновению. 

Решение задач оптимизации основывается на модельном описании динами-
ки численности популяций и количественной оценке ее реакции на внешние воз-
действия (естественные и антропогенные). Моделированию динамики численно-
сти популяций посвящены сотни исследований. Общие вопросы управления про-
мыслом эксплуатируемых популяций рассматриваются в [1 – 6]. 

Однако сложность динамики природных популяций, невозможность учета 
всех существующих связей и взаимодействий вынуждают при разработке моде-
лей принимать ряд определенных допущений: пренебрегать возрастной структу-
рой популяции, считать, что процесс размножения происходит синхронно у всех 
особей, игнорировать пространственное распределение особей и т.д. Для каждой 
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конкретной задачи выбирается та степень идеализации природных процессов, ко-
торая в наибольшей степени отвечает возможностям и потребностям моделиро-
вания. 

Одним из наиболее распространенных допущений при моделировании ди-
намики численности природных популяций является предположение о постоян-
стве факторов внешней среды. Вместе с тем периодичность их изменения в био-
логии хорошо известна [7, 8]. Соответственно представляет интерес учет такой 
периодичности при решении задач оптимизации управления популяциями. 

 
Постановка задачи 

 

При значительном разнообразии моделей, используемых для описания ди-
намики численности, в экологической литературе их принято делить на две груп-
пы: с жесткой состязательной (contest competition) и с нейтральной внутривидо-
вой конкуренцией (scramble competition). К первой группе относятся модели типа 
функции Риккера [7] 

nx
nn exx βα −

+ =1 ,          (1) 
где xn – численность участвующих в размножении особей; α – скорость роста по-
пуляции «в пустоту» при отсутствии лимитирования факторами внешней среды; 
β −степень имеющегося лимитирования. Данная модель является унимодальной 
зависимостью численности пополнения от численности родителей для популяций 
с дискретным процессом размножения и наличием жесткой плотностной конку-
ренции за лимитированные ресурсы, приводящей к выживанию лишь наиболее 
успешной части популяции, захватывающей свою, необходимую ей порцию ре-
сурса, и к гибели оставшейся части конкурентов. Ранее было показано, что при 
данном виде зависимости оптимальная доля изъятия из популяции, обеспечи-
вающая ее максимальный равновесный уровень, однозначно определяется                        
параметром α [1]. 

В данной работе рассматривается задача оптимизации изъятия из локальной 
однородной промысловой популяции, динамика численности которой описывает-
ся моделью Риккера (1), при изменении параметра β в цикле длины два и три. 

 
Зависимость промыслового изъятия от численности 

 

Решение задачи оптимизации требует определения зависимости промысло-
вого изъятия (yn) от численности (xn). Для популяций, подверженных промыслу, в 
результате которого часть особей изымается, а к размножению приступает ос-
тавшаяся часть (zn = xn – yn), уравнение (1) может быть записано в виде 

.1
nx

nn ezx βα −
+ =           (2) 

Уменьшение численности популяции во время промысла происходит по 
определенным закономерностям, в основном определяемым его условиями и ин-
тенсивностью. Естественно считать, что скорость уменьшения пропорциональна 
численности 

,)( xx
dt
dx µ−=           (3) 
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где µ(x) − удельная скорость изъятия, определяемая интенсивностью промысла. 
Для многих эксплуатируемых популяций имеет место следующая зависимость 
интенсивности промысла от численности: концентрация усилий на добыче в пе-
риоды относительно большой численности и снижение усилия вплоть до полного 
отказа от промысла, когда численность популяции становится мала. Таким обра-
зом, можно считать, что µ(x) = η x и уравнение (3) преобразуется к виду  

.2x
dt
dx η−=            (4) 

Интегрируя (4) и учитывая, что x(0)= xn и x(T) = zn, где T − время промысла, 
получаем:  

,
1 n

n
n Ax

xz
+

=           (5) 

где A = ηT − параметр, характеризующий интенсивность изъятия. Тогда величина 
промыслового изъятия из популяции определяется как: 

n

n
nnn Ax

Axzxy
+

=−=
1

2
.         (6) 

Единственный параметр, определяющий величину дохода – интенсивность 
изъятия A. Решение задачи оптимизации заключается в нахождении такого его 
значения, которое обеспечит получение максимально возможной прибыли за бес-
конечный промежуток времени (limn→∝∑yn/n)→ max, т.е. при сохранении репро-
дуктивного потенциала популяции. В частном случае стационарных численно-
стей задача сводится к нахождению такого значения A, при котором достигается 
максимум выражения 

,
1

2

xA
xAy

+
=            (7) 

где x  – нетривиальная стационарная точка уравнения динамики численности, по-
лучаемого подстановкой (5) в уравнение динамики численности (2): 

.
1

exp
11
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xx β

α        (8) 

 
Оптимизация промысла при изменении параметра β в цикле длины два 

При изменении в цикле два параметр β принимает значения β1, β2, числен-
ность – соответственно u, v. Уравнения связей между численностями в смежные 
годы есть 

,
1

exp
1

1
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



+
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=
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u
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uv βα

  (8a) 
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+
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+
=

Av
v

Av
vu

1
exp

1
2βα .  (8b) 

Задача оптимизации сводится к оптимизации выражения, представляющего 
суммарное промысловое изъятие из популяции за один цикл  
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Av
Av

Au
AuR

+
+

+
=

11

22
,         (9a) 

где u, v − стационарные значения численностей в последовательные годы (8a,8b). 
Не ограничивая общности рассмотрения, можно считать, что β1 < β2. Для умень-
шения числа параметров перейдем к новым безразмеренным переменным: 
β =β2/β1, a =A/β1, u =β1u, ν =β1v  (далее крышки для краткости будем опускать). 
Заметим, что β >1 и отражает интенсивность изменения (колебания) лимитирую-
щих численность популяции факторов. Для новых переменных суммарное про-
мысловое изъятие за один цикл будет определяться как:  

av
av

au
auR

+
+

+
=

11

22
,         (9b) 

где значения u, v должны удовлетворять уравнениям  

,0
1

exp
11 =









+
−

+
−=

au
u

au
auvϕ        (10a) 

0
1

exp
12 =









+
−

+
−=

av
v

av
avu βϕ .       (10b) 

Рассматривается случай стационарной стратегии промысла, когда коэффи-
циент интенсивности промысла является каждый год постоянной величиной. Оп-
тимизация заключается в нахождении максимального по a значения R при u и v, 
определяемыми уравнениями (10a, 10b). Задача решалась методом множителей 
Лагранжа, а именно: путем нахождения максимума функции Лагранжа 

,2211 φλφλ ++= RL          (11) 
считая u и v независимыми переменными. Дифференцируя L по u, v, a, исключив 
экспоненты при помощи (10a, 10b), получаем систему уравнений 

0)1()2())11( 2
22

1 =++++−+− λλ uauauauvua , 
0)1()1()2( 21

22 =−+−+++ λβλ vavuavvavav ,     (12) 
+++++ 2222222 222 vuaauvvvauu  

0)1()1()1)()1(1( 2
2

1
2 =−++++−+ λβλ uvvavauuvavua . 

После исключения множителей Лагранжа приходим к уравнению 

,0)))1(21()2((

)1(12(

)1)(1()(

2232

22

233

=+−+−−−

+−+−+−

+−+−++−

ββ

ββ

ββ

vavvavavu

vvavvauv

vavvaauav

     (13) 

которое совместно с (10a, 10b) позволяет найти оптимальные коэффициенты ин-
тенсивности изъятия aopt (β), оптимальное изъятие Ropt (β) и оптимальные доли 
изъятия δu=αu/(1+au), δv=αv/(1+av). Задача решалась численно. Результаты пред-
ставлены на рис. 1, 2. 

Увеличение параметра β приводит к монотонному линейному увеличению 
коэффициентов оптимальной интенсивности промысла aopt вне зависимости от 
репродуктивной способности популяции (рис. 1). 
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Сразу отметим, что значение параметра α не влияет на характер рассматри-
ваемых зависимостей, поэтому далее результаты представлены только для значе-
ния α =10. 

 
Рис. 1. Цикл длины два. Зависимость оптимальной интенсивности изъятия aopt (β). 
 

Рост β приводит к уменьшению стационарных численностей, количествен-
ному различию оптимальных долей изъятия в последовательные годы и умень-
шению оптимально возможного изъятия из популяции за один цикл (рис. 2). При 
этом наблюдается уменьшение оптимальных долей изъятия в годы с относитель-
но меньшей численностью (10a) и увеличение в годы с относительно большей 
численностью, соответствующей меньшей интенсивности лимитирования факто-
рами среды (10b). 

 a)     b)  
Рис. 2. Цикл длины два. Зависимость оптимальных долей изъятия δopt (β) 

стационарных численностей u, v и оптимального изъятия Ropt (β). 
 

Оптимизация промысла при изменении параметра β в цикле длины три 

Для данного случая обозначим численность популяции в трех смежных го-
дах через u, v, w. Уравнения, связывающие данные величины, будут иметь вид: 

{ } 0exp
1 11 =−

+
−≡

+au
u

au
uv αφ ,        (14а) 
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{ } 0exp
1 12

1 =−
+

−≡
+av

v

av
vw βαφ ,        (14b) 

{ } 0exp
1 13

2 =−
+

−≡
+aw

w

aw
wu βαφ .        (14c) 

Рассмотрение, как и для цикла длины два, проводится для безразмерных 
параметров. Соответственно суммарная величина изъятия за цикл определяется 
как:  

aw
w

av
v

au
uR

+
+

+
+

+
=

111

222 ααα .        (15) 

Требуется найти максимальное по параметру a значение R c учетом связей 
(14). Введем функцию Лагранжа 

332211 φλφλϕλ +++= RL .        (16) 
Искомое значение a, u, v, w и множители Лагранжа λ1, λ2, λ3 находятся из         

системы  

.0,0,0,0;0;0;0 31 2
======= φϕφ

dw
dL

dv
dL

du
dL

da
dL   (17) 

Развернутую запись (17) мы не приводим из-за ее громоздкости. Система 
уравнений, получающаяся из (17) после исключения множителей Лагранжа, ре-
шалась численными методами.  

Зависимость оптимальных коэффициентов интенсивности изъятия opta  и оп-
тимального изъятия optR  от 1 2иβ β  представлена на рис. 3 (область изменения па-
раметра β ограничивалась областью 1≤ β ≤ 4). 

 

 
Рис. 3. Цикл длины три. Зависимость оптимальной интенсивности промысла 1 2( , )opta β β  

и оптимального изъятия 1 2( , )optR β β . 
 

Как и для цикла длины два, увеличение интенсивности колебаний факто-
ров, лимитируюших рост численности, приводит к монотонному увеличению ко-
эффициентов оптимальной интенсивности промысла aopt и уменьшению опти-
мально возможного изъятия из популяции за цикл (Ropt). 
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Зависимости стационарных численностей и оптимальных долей изъятия от 
параметров β1 β2 представлены на рис. 4. 

 
Рис. 4. Цикл длины три. Зависимость стационарных численностей u, v, w 

и оптимальных долей изъятия δu, δv , δw от параметров β1  и β2. 
 

Как и для цикла длины два, увеличение интенсивности лимитирования чис-
ленности приводит к снижению стационарных численностей во все последова-
тельные годы цикла. Более сильная зависимость отмечается от параметра, опре-
деляющего лимитирование в данный год: увеличение β1 приводит к более значи-
тельному снижению w (14b), а увеличение β2 − к более значительному снижению 
u (14с). 
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При увеличении интенсивности лимитирования отмечается увеличение ко-
личественных различий между оптимальными долями изъятия в последователь-
ные годы цикла. Для года, когда лимитирование численности минимально по 
сравнению с двумя другими годами цикла (14a), отмечается незначительное уве-
личение оптимальных долей изъятия (аналогично наблюдающемуся для δv  при 
цикле длины два). Для двух других лет отмечается снижение оптимальных долей 
изъятия (аналогично снижению δu при цикле длины два). 

 
Заключение 

В данной статье решена задача оптимизации промысловых изъятий для по-
пуляций, динамика численности которых описывается риккеровской зависимо-
стью при условии изменения лимитирующих рост численности факторов внешней 
среды в цикле длины два и три. Рассмотрен случай стационарной стратегии про-
мысла, предусматривающей постоянство коэффициента интенсивности промысла 
в последовательные годы цикла. 

Показано, что оптимизация промысла – получение максимально возможной 
прибыли за бесконечный промежуток времени (т.е. при сохранении репродуктив-
ного потенциала популяции) – при увеличении интенсивности лимитирования 
численности обеспечивается количественным различием оптимальных долей изъ-
ятия в последовательные годы цикла и снижением общего изъятия из популяции 
за цикл при увеличении интенсивности промысла. Максимальная доля изъятия 
соответствует году, когда лимитирование численности минимально по сравнению 
с двумя другими годами цикла. 
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