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АМПЛИТУДНО-ФАЗОВЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
 

В работе решается задача расчета параметров цифрового ПИ-регулятора, обес-

печивающего минимальное значение квадратичной интегральной оценки при 

заданной степени колебательности. Параметры цифрового ПИ-регулятора на-

ходятся методом одномерного поиска на линии Д-разбиения, полученной при 

помощи расширенной амплитудно–фазовой характеристики (АФХ) разомкну-

той системы. 
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Введение 

Возрастание требований к качеству работы автоматических систем регули-

рования (АСР), увеличение объема перерабатываемой информации, усложнение 

объектов управления привели к тому, что средствами аналоговой техники и не-

прерывной автоматики нельзя решить многие практические задачи. В результате 

стали широко применяться цифровые АСР [1 – 6], в состав которых входят ЦВМ 

или специализированные цифровые устройства. Благодаря цифровым АСР воз-

можно использовать более сложные алгоритмы обработки сигналов и более точно 

реализовывать эти алгоритмы. 

Одной из основных задач параметрического синтеза цифровых АСР являет-

ся определение оптимальных настроечных параметров цифрового регулятора. В 

известных работах по  параметрическому синтезу цифровых АСР  [1, 2]  рассмат-

риваются аналитический метод определения настроечных параметров цифровых 

регуляторов для объектов невысокого порядка без чистого запаздывания, гради-

ентные или комбинированные методы для общего случая. При этом отмечается 

[1], что для оценки качества управления удобно использовать какой-либо единст-

венный показатель. В качестве такого показателя в работах [1, 2]  рассматривает-

ся квадратичный критерий качества вида 
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где e(k) – ошибка управления; ∆u(k) – отклонение управляющего воздействия от 

его установившегося значения; r – весовой коэффициент. При параметрическом 

синтезе  определяются значения настроечных параметров, минимизирующих вы-

ражение (1). Известны работы [7, 8], в которых ставится задача обеспечить задан-

ное значение коэффициента усиления разомкнутой цифровой системы. В [8] эта 

задача решается методом  корневого годографа [9].  

Следует отметить, что при минимизации критерия (1)  нужно решить  зада-

чу оптимизации с размерностью, равной числу искомых настроечных параметров. 

В зависимости от сложности объекта управления трудности могут возникнуть 

даже при решении двумерной задачи.  

 Применение метода корневого годографа осложняется при параметриче-

ском синтезе систем управления объектами, имеющими значительное чистое за-

паздывание. 

При управлении энергетическими объектами [10], а также химико-

технологическими объектами [11]  широко распространена постановка задачи па-

раметрического синтеза в виде: 
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где q – вектор настроечных параметров регулятора; k – индекс, соответствующий  

моменту времени tk = k∆t; m –  степень колебательности;  з – для заданных значе-

ний.  

Отметим, что в [10, 11] такая задача решена для аналоговых АСР.   

 

Постановка задачи 

Разработать частотный метод расчета оптимальных значений настроечных 

параметров цифрового регулятора в одноконтурной  системе управления в соот-

ветствии с (2) и (3)  на основе расширенных амплитудно-фазовых характеристик. 

 В ходе работы: выводятся формулы для построения линии Д-разбиения на 

основе расширенной АФХ разомкнутой цифровой системы; строятся линии Д- 

разбиения; отыскиваются оптимальные настроечные параметры цифрового ПИ-

регулятора на линии Д-разбиения; сравниваются переходные процессы  в одно-

контурных аналоговой и цифровой АСР. 

 

Д-разбиение в аналоговых АСР 

Метод Д-разбиения используется для определения оптимальных значений 

настроечных параметров аналоговых регуляторов при заданном условии. Суть 

метода Д-разбиения состоит в том, что в плоскости настроечных параметров ре-

гулятора строится для определенного диапазона частот линия, в каждой точке ко-

торой система обеспечивает заданное требование по распределению корней ха-
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рактеристического уравнения, в частности, например, заданную степень колеба-

тельности [10, 11]. 

Линия Д-разбиения строится на основе расширенной АФХ разомкнутой 

системы. Для построения расширенной АФХ в передаточной функции разомкну-

той системы выполняется замена: 

jω+mω=s − ,          (4) 

где m – требуемая степень колебательности; ω – круговая частота; j – мнимая 

единица. 

Рассмотрим аналоговую одноконтурную АСР с передаточной функцией 

объекта управления Wo(s) и передаточной функцией регулятора Wo(s,c0,c1). 

Заданная степень колебательности обеспечивается при выполнении сле-

дующего условия: 

1),,,(),( 10 −⋅ =ccωmWωmW po ,       (5) 

где частота ω входит в заданный диапазон частот [ωн; ωк]. 

Для ПИ-регулятора условие (2) имеет вид:  
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Введем следующие обозначения: 
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Введем X1(m,ω), X2(m,ω), V1(m,ω), V2(m,ω) – такие что: 

),(),(),( 1 ωmjV+ωmV=ωmV 2 ;       (9) 
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Тогда условие (6) будет иметь вид: 

[ ] 1),(),(),(),( 20211011 −=ωmXc+ωmVcj+ωmXc+ωmVc .   (11) 

Отсюда следует, что: 
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По полученным из (12)  точкам (с0,с1) строится линия Д-разбиения для за-

данного диапазона частот [ωн; ωк]. Движением по  линии Д-разбиения находят 

частоту ωопт
, обеспечивающую выполнение (2). Оптимальные настроечные пара-

метры регулятора есть настройки, вычисленные из (12) при   частоте ωопт
. 

Для системы с ПД-регулятором R(s)=c1+c2s условие (2) принимает вид: 

.01),(0,(),( 221 =+ωmWjω+ωmc+ωmWc y−      (13) 

Введем обозначение: 

).,(),())(,(),( 21 ωmjV+ωmV=jω+mωωmW=ωmV y −
    

(14) 

Условие (13) в этом случае принимает вид: 

1.)),))((),(),( 22212211 −=ωmVc+ωm,Vcj+ωmVc+ωmVc
   

(15) 
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Отсюда следует, что: 

1;)(),( 2211 −=ωm,Vc+ωmVc
        

(16) 

.0),(),( 2221 =ωmYc+ωmVc
        

(17) 

По полученным из (16) и (17) точкам (с1,с2) строим линию Д-разбиения для 

заданного диапазона частот [ωн; ωк]. Как и в случае с ПИ-регулятором, движени-

ем по линии Д-разбиения находят частоту ωопт
, обеспечивающую выполнение ус-

ловия (2). Оптимальные настроечные параметры регулятора есть настройки, вы-

численные из (16) и (17), при ωопт
. 

 

Построение линии Д-разбиения для цифрового ПИ-регулятора 

Возьмем одноконтурную цифровую АСР, состоящую из объекта управле-

ния с передаточной функцией Wo(z) и ПИ-регулятора с передаточной функцией 

R(z,q0,q1)=(q0 – q1z
–1

)/(1 – z 
–1

). 

Выполним z-преобразование передаточной функции объекта управления и 

получим передаточную функцию разомкнутой системы: 

).,,()()( 10.. qqzRzW=zW ocp         (18) 

Выполним билинейное преобразование [4]: 

w
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где ν – псевдочастота, 

2

Tω
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ω – круговая частота; T– шаг квантования  по времени.   

АФХ разомкнутой цифровой системы: 
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Условие положения системы на границе устойчивости имеет вид: 

1
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Это соответствует отображению границы устойчивости w=jv в комплекс-

ную плоскость 

w
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Для обеспечения заданной степени колебательности должно выполняться 

условие (23) при 

jν+mν=w − ,          (24) 

где m – требуемая степень колебательности. 

Таким образом: 
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Отсюда: 
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В плоскости  корней q0, q1 системы уравнений (26) для заданного значения 

зm=m при изменении псевдочастоты ν строится линия Д-разбиения и определя-

ются оптимальные настроечные параметры регулятора методом одномерного по-

иска минимума квадратичной интегральной оценки (2) на линии Д-разбиения. 

При этом в (2) принимаем ∆t = T. 

Заметим, что аналогично строится линия Д-разбиения для системы с ПД-

регулятором R(z) = q0 – q2z
–1

. 

В этом случае (25) принимает вид: 
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Отсюда:
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Пример параметрического синтеза цифровой одноконтурной АСР 

с использованием метода Д-разбиения 

Вначале рассмотрим одноконтурную АСР с передаточной функцией объек-

та управления 

.
1001

1
10)( 5s−e

s+
=sWo          (29) 

Рассчитаем оптимальные настроечные параметры аналогового ПИ-регуля-

тора для заданной величины степени колебательности m = 0,221: 

s

s+
=sR

1,621670,13419
)( .        (30) 

На рис. 1 изображен переходный процесс рассматриваемой АСР. 

Теперь построим линию Д-разбиения (рис. 2) в плоскости настроечных па-

раметров цифрового ПИ-регулятора 

R(z) = (q0 – q1 
–1

)/(1  z
–1

)  

для данного объекта управления по формулам (26) при T = 1 сек.  в  диапазоне 

частот 0 < ω < 0,4 
сек

рад
.
  

Оптимальные значения настроечных параметров цифрового ПИ-регулятора 

найдем одномерным поиском минимума квадратичной интегральной оценки на 

линии Д-разбиения. Получим: q0 = 2,28772; q1 = –2,2601. 

Экспериментально установлено, что точка графика, соответствующая оп-

тимальным настройкам цифрового ПИ-регулятора, находится в IV четверти при 

частоте, равной ≈ 0,9 от частоты, соответствующей максимуму q0 на линии Д-

разбиения.  



 

143

 
 

Рис. 1. Переходный процесс аналоговой одноконтурной АСР. 
 

 
 

Рис. 2. Линия Д-разбиения для цифрового ПИ-регулятора. 
 

Заметим, что в аналоговых системах оптимальным настройкам в смысле 

критерия (2) на линии Д-разбиения соответствует частоте ωопт
, которая равна 1.2 

от частоты, при которой имеет место c0 = c0
max

 в системах с ПИ-регулятором или 

имеет место c1 = c1
max

 в системах с ПД-регулятором [11]. Следовательно, при оп-

ределении оптимальных настроек ПИ- и ПД-регуляторов достаточно построить 

линию Д-разбиения, избегая оптимизационных процедур. В этом случае значи-

тельно упрощается параметрический синтез указанного типа регуляторов, так как 

снимается задача выбора настроечных параметров. 

Следует отметить, что в широко используемой среде Matlab [14] задача па-

раметрического синтеза сводится к определению настроечных параметров регу-

ляторов для выполнения ограничений по диапазону изменения амплитуды регу-

лируемой переменной относительно заданного значения этой переменной, а так-

же по длительности переходного процесса. Нами установлено, что сходимость 

расчета оптимальных настроек при использовании [14] зависит от задания на-

чальных условий. Минимизация квадратичной интегральной оценки при пара-

метрическом синтезе здесь [14] не рассматривается. При использовании блока оп-
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тимизации для решения задачи в постановке (2) и (3), требуется формирование 

штрафной функции для выполнения условия (3), с известными трудностями по-

иска ее экстремума [12]. График переходного процесса для цифровой однокон-

турной АСР приведен на рис. 3 

 
 

Рис. 3. Переходный процесс цифровой одноконтурной АСР с настройками ПИ-регулятора, 

найденными предложенным методом. 
 

Сравнение рис. 1 и рис. 3 показывает, что переходные процессы в аналого-

вой и в цифровой одноконтурной системах близки. В обоих случаях обеспечива-

ется степень затухания ψ ≈ 0,7 при заданной степени колебательности  m = 0,221. 
 

Сравнение методов параметрического синтеза цифровых систем 

Ниже приведено сравнение результатов параметрического синтеза одно-

контурной цифровой АСР, выполненного предлагаемым методом, в среде Matlab 

(Step Response Optimization) и двумерным поисковым методом, используемым в 

работах [3, 5]. На рис.  4 – 8 приведены графики изменения выходной переменной 

и управления при единичном ступенчатом воздействии по заданию соответствен-

но для оптимальных настроечных параметров ПИ-регулятора по критерию каче-

ства (2) предложенным методом, методом в среде Matlab и двумерным поиско-

вым методом сканирования. 
 

 
 

Рис. 4. Изменение управляющего воздействия в оптимальном режиме по критерию (2) 

при предлагаемом методе. 
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а)      б) 

 

Рис. 5. Изменение: а) выходной переменной; б) управляющего воздействия 

в оптимальном режиме по критерию (1) при предлагаемом методе. 
 

   
а)      б) 

Рис. 6. Изменение: а) выходной переменной; б) управляющего воздействия 

в оптимальном режиме по критерию (2) при использовании Matalb. 
 

В [3, 5] предлагаются общие методы поиска оптимальных настроек систе-

мы. Нами был выбран метод сканирования [12]. 
 

   
а)      б) 

Рис. 7. Изменение: а) выходной переменной; б) управляющего воздействия по критерию (2) 

при использовании метода сканирования. 
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а)      б) 

 

Рис. 8. Изменение выходной переменной а) и управляющего воздействия б) по критерию (1) 

при использовании метода сканирования. 
 

Сравнение результатов моделирования переходных процессов по выходным 

переменным показывает, что все переходные процессы близки.  

В табл. 1 приведены результаты параметрического синтеза, выполненного 

предложенным методом и двумерным поисковым методом как по критерию каче-

ства (1), так  и  по критерию качества (2). В табл. 2 приведены значения критерия 

качества (1) и критерия качества (2), полученные при оптимальных настроечных 

параметрах по критерию качества (2) предложенным методом, методом в среде 

Matlab и двумерным поисковым методом. 

Таблица 1 
 

Метод синтеза Полученные 

настроечные 

параметры 

Интегральная оценка 

(1) с поправкой на 

управление (весовой 

коэффициент 

r = 0.25) 

Интегральная оценка 

(2) 

Метод Д-разбиения q0  = –1,6939  

q1 = –1,5989 

14,3052 14,0538 

Метод сканирования – 1  q0 = 2,1648  

q1 = –2,1105 
15,8209 13,9940 

 

Таблица 2 
 

Метод синтеза Полученные 

настроечные 

параметры 

Интегральная оценка 

с поправкой на 

управление (весовой 

коэффициент 

r = 0.25) 

Интегральная оценка 

Д-разбиение q0 = 2,28772                

q1 = –2,2601 

17,2707 13,6884 

Matlab (Step Response 

Optimization) 

q0 = 2,1121                  

q1 = –2,0939 

17,4073 12,0921 

Метод сканирования – 2 q0 = 2,1297 

q1 = –2.1105 

17,1736 12,0975 
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Установлено, что оптимальные настройки ПИ- регулятора по критерию (2), 

полученные методом сканирования, находятся в диапазоне, ограниченном опти-

мальными настроечными параметрами, найденными предложенным методом и 

при использовании Matlab. 
 

Заключение 

Предложенный метод параметрического синтеза цифровых систем управ-

ления на основе расширенных амплитудно-фазовых характеристик позволяет по-

низить размерность задачи оптимизации критерия качества, обеспечить лучшую 

сходимость и уменьшение времени расчета оптимальных настроек регулятора. 

Это достигается выполнением требований на устойчивость системы по заданному 

значению степени колебательности. Приведена сравнительная оценка методов 

параметрического синтеза цифрового ПИ-регулятора. 
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