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Рассматриваются непараметрические оценки смеси плотностей вероятности 

типа Розенблатта – Парзена, синтез которых основан на декомпозиции исход-

ных статистических данных по объему. Исследуется зависимость их свойств от 

количества составляющих смеси и уровня неравномерности распределения на-

блюдений между ними. 

Ключевые слова: плотность вероятности, непараметрическая оценка, декомпо-

зиция статистических данных, асимптотические свойства. 

 

Введение 

 Использование непараметрических методов обработки информации, осно-

ванных на оценках плотности вероятности типа Розенблатта – Парзена, является 

одним из активно развивающихся направлений теории принятия решений при ап-

риорной неопределенности [1 – 5]. Однако по мере усложнения изучаемых объек-

тов появляются методологические и вычислительные трудности применения тра-

диционных непараметрических алгоритмов, особенно при анализе неоднородных 

данных большого объема [6, 7]. 

Перспективное направление «обхода» возникающих проблем состоит в 

применении принципов декомпозиции систем и методов коллективного оценива-

ния. Для его реализации в работах [8, 9] предложена непараметрическая оценка 

смеси плотностей вероятности, использование которой при синтезе алгоритмов 

обработки информации позволило значительно повысить их вычислительную 

эффективность в условиях больших выборок. Идея предлагаемого подхода состо-

ит в декомпозиции исходных статистических данных по их объему на равные 

группы наблюдений одномерной случайной величины, построении на этой основе 

семейства непараметрических оценок плотности вероятности и последующем 

синтезе их смеси в виде линейного коллектива. Полученные результаты обобще-
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ны на многомерный случай [10, 11], развиты при построении непараметрических 

решающих функций в задаче распознавания образов [12] и восстановлении сто-

хастических зависимостей [13, 14]. 

Цель данной работы состоит в исследовании зависимости аппроксимацион-

ных свойств непараметрической оценки смеси плотностей вероятности от уровня 

неравномерности распределения исходных статистических данных между ее со-

ставляющими и их количеством. 

 

Непараметрическая оценка смеси плотностей вероятности 

Имеется выборка ( )nixV i ,1, ==  из n статистически независимых наблюде-

ний одномерной случайной величины x  с априори неизвестной плотностью веро-

ятности ( )xp . Выборка V  допускает разбиение на N  групп наблюдений 

( )j
i

j IixV ∈= , , Nj ,1= . Множество номеров наблюдений x  в группе под номе-

ром j  обозначается через jI , а количество элементов данного множества – jn . 

По каждой выборке jV  построим непараметрическую оценку плотности ве-

роятности случайной величины x  [15]: 

( ) ∑ 











 −
Φ=

∈ jIi j

i

jj
j

c

xx

cn
xp

1
,  Nj ,1= ,  (1) 

где ядерные функции ( )⋅Φ  удовлетворяют условиям Н: 
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Здесь и далее бесконечные пределы интегрирования опускаются. Парамет-

ры ( )jjj ncc =  ядерных функций убывают с ростом jn , Nj ,1= . 

В качестве приближения ( )xp  по статистическим данным примем смесь не-

параметрических оценок плотностей вероятности типа (1): 

( ) ( )∑=
=

N

j
j

j
xp

n

n
xp

1

.  (2) 

Статистика (2) учитывает не только особенности условий контроля значе-

ний случайной величины x , но и допускает использование технологии парал-

лельных вычислений при оценивании плотностей вероятностей в условиях боль-

ших выборок. 

Асимптотические свойства ( )xp  определяются следующим утверждением. 

Теорема. Пусть плотность вероятности ( )xp  одномерной случайной вели-

чины и первые две ее производные по x  ограниченны и непрерывны; ядерные 

функции ( )uΦ  удовлетворяют условиям Н; последовательности ( )jj ncc =  коэф-

фициентов размытости ядерных функций таковы, что при ∞→n  значения 
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0→jc , а ∞→jnc , Nj ,1= . 

Тогда при конечных значениях N  непараметрическая оценка плотности ве-

роятности ( )xp  смеси плотностей вероятности обладает свойством асимптотиче-

ской несмещенности и состоятельности. 

Доказательство. 

1. По определению: 
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где M – знак математического ожидания. 

При выполнении этих преобразований учитывается, что элементы стати-

стических выборок jV , Nj ,1=  являются значениями одной и той же случайной 

величины t  с плотностью вероятности ( )tp . 

Проведем замену переменных jj uctx =−  и, разлагая функции ( )jjucxp − , 

Nj ,1=  в ряд Тейлора в точке x , с учетом свойств ядерных функций при доста-

точно больших n , получим асимптотическое выражение 
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где 
( )( )xp 2  – вторая производная плотности вероятности ( )xp  по x . 

Так как отношение ( ) 1<nn j , то при конечных N  из условия 0→jc  при 

∞→jn  следует свойство асимптотической несмещенности статистики (2). 

2. Для доказательства сходимости в среднеквадратическом рассмотрим вы-

ражение 
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С учетом статистической независимости элементов выборок jV  и tV  прове-

дем анализ второй части выражения (4) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )=−− xpxpxpxpM tj  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xpMxpMxpMxpxpMxpxp jtjt +−−= 2 . (5) 

Известно, что асимптотические выражения [9, 16] 
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Тогда при достаточно больших значениях jn , Nj ,1=  выражение (5) пре-

образуется к виду 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )22
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tj −− .  (6) 

В работах [9, 16] получено и используется асимптотическое выражение для 

среднеквадратического отклонения 
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непараметрической оценки ( )xp j  плотности вероятности от ( )xp , составляющих 

первую часть выражения (4). 

С учетом (6), (7), выражение (4) представляется как 
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Нетрудно заметить, что с учетом 1<
n

n j
 в условиях 0→jc , ∞→jcn  при 

∞→jn , Nj ,1=  оценка смеси плотностей вероятности (2) сходится в средне-

квадратическом к ( )xp , а с учетом свойства ее асимптотической несмещенности 

(3) является состоятельной. 

При 1=N  выражение (8) соответствует результату, полученному в работе 

[16], а при равных объемах Nnn j =  групп jV , Nj ,1=  наблюдений случайной 

величины x  совпадает с выводом работы [9], что подтверждает корректность вы-

полненных преобразований. 

 

Анализ аппроксимационных свойств статистики ( )xp  

Исследуем отношение минимальных значений 2W , 2W  среднеквадратиче-

ского отклонения ( ) ( )( ) dxxpxpM
2

∫ − , соответствующих неравномерному и рав-

номерному распределению объема n  исходных данных V  между группами на-

блюдений jV , Nj ,1=  при оптимальных значениях параметров jc , Nj ,1=  ста-
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тистики (2). 

Известно, что оптимальное значение jc  коэффициента размытости ядерных 

функций непараметрической статистики типа ( )xp j  (1), минимизирующего 

асимптотическое выражение 
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среднеквадратического отклонения ( ) ( )( ) ,
2

dxxpxpM∫ −  определяется формулой 
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Здесь приняты следующие обозначения 
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Минимальное значение 
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асимптотического выражения среднеквадратического отклонения ( )xp  при рав-

номерном распределении исходных наблюдений V  между их группами jV , 

Nj ,1=  нетрудно получить путем преобразования интеграла от выражения (8) по 

x  при 
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Для формирования условий неравномерного распределения исходных дан-

ных между группами наблюдений jV , Nj ,1=  разобьем их на два набора 

( ) ( )mjVmV j ,1,1 ==  и ( ) ( )NmjVmV j ,1,2 +== . Объем наблюдений в каждой 

группе из первого набора одинаков 
N

n
nn j

2

1 == , mj ,1= . Во втором наборе ос-

тавшиеся наблюдения в количестве ( )
N

mn
nn

2
2 −=  распределяются между груп-

пами равномерно при 
( )

( )mN

n
nn j −

==
22 , Nmj ,1+= . Косвенным показателем 
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уровня неравномерности распределения наблюдений между наборами 

( ) ( )mVmV 21 ,  является значение m . 

С учетом выражения (8) вычислим минимальное значение 2W  среднеквад-

ратического отклонения 

( ) ( )( ) dxxpxpM
2

∫ −    (11) 

в принятых условиях неравномерности распределения исходных данных. 

Заметим, что составляющие смеси типа (1), восстанавливаемые по стати-

стическим данным jV , mj ,1= , характеризуются оптимальным коэффициентом 

размытости cc 511 2= . При этом непараметрические оценки плотности вероятно-

сти ( )xp j , восстанавливаемые по группам наблюдений jV , Nmj ,1+= , имеют 

оптимальный коэффициент размытости 
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Тогда асимптотическое выражение среднеквадратического отклонения (11) 

при оптимальных значениях 1c , 2c  запишется в виде 

( ) ( )( )

( )
( )nmF

nN

xpu
W ,

2

5

1

46

2
2

4
2

2























 Φ

= ,   (12) 

где ( ) ( ) ( ) ( )( )


























−−++















−
−

+=
2

51235

1
6

2
4

12
, mNmNm

mN

mN
mnmF . 

При 1=N  и 0=m  из выражения (12) следует результат работы [16], а при 

0=m  – вывод работы [9]. 

Проведем анализ отношения 

( )
( )nmF

NNW

W
R ,

4

2 54

2

2

+
==  

при конкретных значениях 1,75.0,5.0,25.0 −= NNNNm . 

С ростом уровня неравномерности распределения исходных данных между 

составляющими оценки смеси ( )xp  наблюдается уменьшение значений отноше-

ния 1<R  (рисунок). Отмеченное повышение аппроксимационных свойств ( )xp  

по сравнению с равномерным характером распределения статистической инфор-

мации объясняется наличием в наборе jV , Nmj ,1+=  выборок jV  с объемом jn  

больше либо значительно больше Nn . Например, если 1−= Nm  объем 

( ) NNn 21+  выборки NV  в 2)1( +N  больше количества Nnn =  наблюдений, 
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используемых при оценивании составляющих смеси с равномерным распределе-

нием статистических данных. При 2Nm =  значение ( )Nnn j 23= , Nmj ,1+=  в 

1.5 раза больше по сравнению с n . 

Причем их значимость в формировании свойств оценки смеси (2) возраста-

ет пропорционально значению nn j , Nmj ,1+= . Так, при 1−= Nm  вес стати-

стики ( )xpN  в оценке (2) определяется значением ( ) NN 21+ . Кривым 1, 2, 3, 4, 

(см. рисунок), соответствуют значения 1,75.0,5.0,25.0 −= NNNNm . 

 
Зависимость отношения R  среднеквадратических отклонений непараметрических 

оценок смеси плотностей вероятности при неравномерном и равномерном распределении 

исходных статистических данных между ее составляющими от их количества N.  
 

Увеличение объема статистических данных jV , Nmj ,1+=  способствует 

снижению смещения и дисперсии составляющих смеси. С уменьшением значения 

m  объем статистических данных при восстановлении составляющих смеси ( )xp  

становится сопоставимым со значением Nn . Поэтому аппроксимационные свой-

ства исследуемой статистики становятся сопоставимыми со свойствами смеси с 

равномерным распределением исходных данных между ее составляющими, что 

проявляется в стремлении отношения R  к единице при уменьшении значений m . 

Существует пороговое значение 20≈N  количества составляющих оценки 

смеси ( )xp , превышение которого не оказывает существенного влияния на ее ап-

проксимационные свойства, особенно при малых значениях m . 

 

Заключение 

Непараметрическая оценка смеси плотностей вероятности при неравномер-

ном распределении исходных статистических данным между ее составляющими 

обладает свойствами асимптотической несмещенности и состоятельности. Асим-

птотическое выражение ее среднеквадратического отклонения обобщает резуль-

таты, полученные при исследовании традиционной оценки плотности вероятно-

сти типа Розенблатта – Парзена и с равномерным характером распределения ста-

тистических данных между ее составляющими. Аппроксимационные свойства 

исследуемой статистики выше по сравнению с оценкой смеси, синтез которой ос-
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нован на равномерном характере распределения исходных данных. Установлено 

пороговое значение количества составляющих смеси, превышение которого не 

оказывает существенного влияния на изменения ее асимптотического выражения 

среднеквадратического отклонения. 
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