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Введение 

 В литературе проблеме нелинейного управления техническими системами 

посвящены сотни монографий и тысячи статей и докладов. Характерной чертой 

таких систем является их структурная и параметрическая неопределенность. Наи-

более распространенными методами преодоления подобных неопределенностей 

являются методы адаптивного и робастного управления [1 – 3]. В настоящее вре-

мя адаптивность и робастность систем управления обеспечиваются преимущест-

венно за счет совместного использования традиционных линейных методов адап-

тивного и робастного управления, а также методов теории нечетких систем 

управления и искусственных нейронных сетей, использование скользящих режи-

мов для обеспечения робастности к возмущениям и др. Принципиально иным на-

правлением нелинейного управления техническими системами является синерге-

тическая теория управления (СТУ) [4, 5], которая нашла широкое применение в 

различных областях современной техники – в авиации, электромеханике, энерге-

тике и др. Основные особенности СТУ применительно к проблеме синтеза нели-
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нейных законов управления сложными техническими объектами состоят, во-

первых, в принципиальном изменении целей поведения синтезируемых систем; 

во-вторых, в непосредственном учете естественных свойств нелинейных объек-

тов; в-третьих, в формировании аналитического механизма генерации обратных 

связей, т.е. законов управления. В СТУ имеются два способа обеспечения адап-

тивности нелинейной системы к внешним и параметрическим возмущениям. 

Первый способ – это использование принципа интегральной адаптации СТУ [5 –

8], который заключается во введении в закон управления нелинейных интеграто-

ров, компенсирующих возмущения без их оперативной оценки. При этом необхо-

дима минимальная информация о возмущении – его класс (кусочно-постоянное, 

полиномиальное, гармоническое и т.д.), который можно представить динамиче-

ской моделью в виде системы дифференциальных уравнений. Построение систем 

управления, опирающихся на принцип интегральной адаптации, не требует син-

теза наблюдателей состояния и возмущений и, соответственно, оперативной 

оценки этих возмущений. Второй способ – построение нелинейных наблюдателей 

параметрических и/или внешних возмущений [4, 5, 9 – 12]. В этом случае синте-

зируемые нелинейные законы управления дополняются подсистемой наблюде-

ния, осуществляющей динамическую оценку неизмеряемых возмущений и их 

компенсацию. Необходимо также отметить, что на основе наблюдателей в СТУ 

можно построить и такие наблюдатели, которые динамически идентифицируют 

неизмеряемые переменные состояния объекта по измеряемым переменным со-

стояния и номинальным параметрам. Оба способа достаточно формализованы и 

опираются на метод аналитического конструирования агрегированных регулято-

ров (АКАР) СТУ [4, 5].  

 

Постановка задачи 

Принцип интегральной адаптации заключается в построении «гарантирую-

щих регуляторов», обеспечивающих компенсацию наихудших возмущений, т.е. 

«… возмущений, которые за наименьшее время отклоняют объект управления на 

максимально возможное расстояние от желаемого состояния в его фазовом 

пространстве» [5]. Указанное определение означает, что наихудшие возмущения 

– это кусочно-постоянные возмущения вида ( ) ( )tMtM ii µsign0
sup =  со случайным 

изменением величины const0 =iM  на соответствующем интервале и знака функ-

ции ( )tµ . Для компенсации кусочно-постоянных возмущений «гарантирующий 

регулятор» должен включать в себя интегратор [5], т.е. реализовывать астатиче-

ский закон управления. В классической теории управления интегральные состав-

ляющие, с одной стороны, компенсируют постоянные возмущения и повышают 

точность управления, а с другой, – ухудшают устойчивость замкнутой системы. 
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Но для методов СТУ такой проблемы не существует, так как процедура этого ме-

тода гарантирует асимптотическую устойчивость системы дифференциальных 

уравнений сложных технических объектов. Использование принципа интеграль-

ной адаптации СТУ позволяет полностью компенсировать влияние полиномиаль-

ного возмущения степени n: для этого особым образом вводится n+1 интегратор. 

Очевидно, что гармоническое возмущение таким образом полностью не компен-

сируется, но существенно ослабляется влияние данного возмущения уже с тремя 

интеграторами, что, собственно, и демонстрирует данная работа. 

В соответствии с идеологией метода АКАР для того, чтобы противодейст-

вовать внешним и параметрическим возмущениям, мы должны представить каж-

дое из них в виде динамической модели, выход которой аппроксимирует возму-

щение соответствующего класса. Таким образом, если рассматривать возмущение 

степени n, то такая модель имеет вид 

( ) ( )

( ) ( ) ( ),;

............

;;

11

3221

xinnn tzztz

ztzztz

Φ==

==

++ ɺɺ

ɺɺ

  

где iz  – динамические переменные модели возмущения; ( )xiΦ  – функция от пе-

ременных состояния исходного объекта, отражающая желаемый инвариант (цель 

управления). 

В данной работе в качестве предлагаемого подхода предлагается строить не 

отдельную модель для каждого из возмущений, а одну модель для возмущения с 

максимальной степенью. Процедуру синтеза нелинейных законов управления 

проиллюстрируем на приведенных ниже примерах. 

 

Примеры синтеза нелинейных законов управления 

Пример 1. Рассмотрим применение предложенного подхода к решению за-

дачи управления электроприводом (ЭП) сборочного робота с ангулярными кине-

матическими схемами. В [13] подробно рассматривается задача управления таки-

ми роботами на основе технологии ассоциативной памяти, в состав которой вхо-

дит классификатор состояния объекта и формирователь управлений, необходи-

мые для идентификации текущих параметров объекта и формирования вектора 

настраиваемых параметров закона управления. В [13] на основе методики нахож-

дения уравнений Лагранжа второго рода представлена математическая модель та-

кого ЭП. Опуская подробный вывод модели, приведем ее конечный вид 

( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ,

;

;

323

232

21

LRxxkutx

tJxtJMxktx

xtx

e

cm

−−=

−−=

=

ɺ

ɺɺ

ɺ

  (1) 
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где 1x  – угол поворота вала ЭП; 2x  – скорость вращения вала ЭП; 3x  – ток в якор-

ной цепи ЭП; u  – управление; ( )tJ  – приведенный момент инерции ЭП; cM  – 

момент сопротивления; RLkk em ,,,  – параметры ЭП. 

Далее модель (1) будем рассматривать как модель по скорости вращения, 

т.е. будем опускать уравнение для угла поворота вала ЭП. Параметрическая не-

определенность ЭП (1) возникает из-за изменения во времени приведенного мо-

мента инерции ( )tJ  и его производной ( )tJɺ . Действие же внешней среды опреде-

ляется моментом сопротивления cM .  

Основная технологическая задача объекта (1)  – это поддержание желаемой 

скорости вращения ЭП робота, т.е. constxx == 0
22  при наличии указанных воз-

мущений. В [13] рассмотрены два варианта изменения приведенного момента 

инерции ( )tJ : в виде линейной функции времени atJJ += 01  и в виде гармониче-

ской функции tbJ 02 sinσ= , а момент сопротивления constMc = . В зависимости 

от выбранного варианта изменения моментов ( )tJ  и cM  на основе метода АКАР 

были синтезированы разные синергетические регуляторы, обеспечивающие ком-

пенсацию указанных параметрических и внешнего возмущений 0≠cM  [13]. При 

этом использовалось как построение наблюдателей возмущений, так и принцип 

интегральной адаптации. Но при применении этого принципа каждое из возму-

щений представлялось своей отдельной динамической моделью. В данной же ра-

боте для компенсации возмущений ( ) tbatJtJ 00 sinσ++=  и 0≠= constM c  рас-

смотрим более универсальный подход применения принципа интегральной адап-

тации – интегральную адаптацию высокого порядка с единой моделью возмуще-

ний. 

Согласно методу АКАР сформируем расширенную модель для синтеза за-

кона управления. Поскольку в модели (1) момент инерции ( )tJ  определяет только 

переходной режим ЭП и не влияет на стационарное состояние, то в расширенной 

модели представим его номинальным постоянным значением ( ) 0JtJ =  и, соответ-

ственно, имеем тогда ( ) 0=tJɺ . Возмущение cM  и фактическое влияние возмуще-

ния ( ) 0≠tJɺ  представим динамической моделью в виде последовательно вклю-

ченных трех интеграторов: 

( )
( )
( ) ( )

1 2

2 3

0
3 2 2

;

;

,

z t z

z t z

z t x xβ

=

=

= −

ɺ

ɺ

ɺ

  (2) 

где cMz ˆ
1 =  – выходная переменная состояния системы (2), которая является ди-

намической оценкой возмущений для системы (1); β  – постоянный коэффициент. 
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Объединяя (1) и (2), получим расширенную систему: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 3 1 0

3 2 3

1 2 2 3

0
3 2 2

;

;

; ;

.

m

e

x t k x z J

x t u k x Rx L

z t z z t z

z t x xβ

= −

= − −

= =

= −

ɺ

ɺ

ɺ ɺ

ɺ

  (3) 

Таким образом, модель (3) используется для синтеза синергетического за-

кона управления ( )zx,uu = , которое обеспечивает выполнение технологического 

инварианта constxx == 0
22  и компенсирует неизмеряемые возмущения 

( ) tbatJtJ 00 sinσ++=  и 0≠= constM c , действующие на объект (1). 

В соответствии с методом АКАР введем макропеременную вида 

332211
0
22 zzzxx γγγψ +++−= ,  (4) 

здесь iγ  – постоянные коэффициенты. 

Подставляя ψ  (4) в основное функциональное уравнение метода АКАР 2-го 

порядка 

( ) ( ) 021 =++ ψλψλψ tt ɺɺɺ   (5) 

и, раскрывая его совместно с (3) и (4), находим закон управления: 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

0
2 3 1 1 0 2 1 1 2 3

0

0
2 1 3 2 2 3 1 3 1

0

0
2 2 2 1 1 2 2 3 3

1
1

1

.

e

m

m

LJ
u k x Rx J z z

k J

x x k x z
J

x x z z z

λ γ γ λ γ

β γ λ γ γ β λ

λ γ γ γ


= + + − − + −



− + − − + − −


− − + + + 



x,z

  (6) 

Отметим, что условием асимптотической устойчивости (5) является усло-

вие 2,1,0 => jjλ , а выбором значений jλ  обеспечивается характер переходного 

движения к многообразиям 0=ψ  и ( ) 0=tψɺ . 

На пересечении многообразий ,0=ψ  ( ) 0=tψɺ  динамика системы (3) описы-

вается следующей линейной декомпозированной системой: 

( )
( )
( ) ( )

1 2

2 3

3 1 1 2 2 3 3

;

;

.

z t z

z t z

z t z z zβ γ γ γ

=

=

= − − −

ɺ

ɺ

ɺ

  (7) 

Для нахождения неизвестных коэффициентов, обеспечивающих устойчи-

вость системы (7), воспользуемся методом модального управления. Запишем мат-

рицу состояния системы (7) и найдем ее характеристическое уравнение: 

( ) .0det)( 12
2

3
3 =+++=−= βγβγβγ pppppA AE   

Желаемое характеристическое уравнение с заданным расположением кор-



 

147

ней представим в виде 

( ) ,033)( 3
0

2
0

2
0

33
00 =−+−=−= pppppppppA   

здесь 00 <p  – желаемый корень. Приравнивая коэффициенты этих уравнений при 

одинаковых степенях p, найдем  
3 2

1 0 2 0 3 0/ , 3 / , 3 /p p pγ β γ β γ β= − = = − .  (8) 

Таким образом, выбор коэффициентов 2,1,0 => jjλ  и вычисление iγ  со-

гласно (8) обеспечат асимптотическую устойчивость системы (1) с синтезирован-

ным законом управления (6). 

На рис. 1 и 2 показаны результаты моделирования объекта (1) с синтезиро-

ванным законом управления (6) при неизмеряемых возмущениях 

constMM cc == 0  и  

( )




≤

>++
=

;4,

;4,sin

0

00

tJ

ttbatJ
tJ

σ
  (9) 

( )




≤

>+
=

.4,0

;4,cos 00

t

ttba
tJ

σσ
ɺ   (10) 

Параметры объекта: 1=mk ; 1=ek ; 1,0=L ; 10=R .  

Параметры возмущений: 20 =J ; 10 =cM ; 2,0=a ; 1,0=b ; 100 =σ .  

Параметры закона управления: 30
2 =x ; 100=β ; 2000 −=p ; 1 100;λ =  

2 2500λ = . 

  

Рис. 1  График изменения ошибки

( ) ( ) 0
22 xtxt −=ε . 

Рис. 2  График изменения управления. 

Как видим из результатов моделирования, закон управления (6) обеспечи-

вает выполнение технологического инварианта constxx == 0
22  с некоторой ошиб-

кой ( ) 410−≤tε . Ее наличие обусловлено сделанными допущениями при форми-

ровании модели возмущения (2). Теоретически данную ошибку можно еще 

уменьшить за счет увеличения количества интеграторов, используемых при фор-
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мировании модели (2). Также можно свести эту ошибку к нулю используя наблю-

датели возмущений [8 – 10, 13], но в этом случае структура системы управления 

существенно усложнится за счет усложнения структуры подсистемы оценивания, 

поскольку каждое возмущение представляется своей отдельной динамической 

моделью. В практических целях ошибка стабилизации частоты вращения ЭП 

( ) 410−≤tε  является приемлемой, и, соответственно, полученные результаты го-

ворят об эффективности предложенного подхода. 

В [13] отмечается, что если частота гармонического воздействия 0σ  огра-

ничена и выполняется соотношение 0
22 σπβ >> , то момент инерции ( )tJ  можно 

представить его линейным приближением  

( ) tbatJtJ 00 σ++≅ ,  (11) 

а его производную  

( ) constbatJ =+≅ 0σɺ .  (12) 

На рис. 3, 4 представлены результаты моделирования объекта (1) с синтези-

рованным законом управления (6) при неизмеряемых возмущениях 

0c cM M const= =  (9) и (10), измененных согласно (11), (12). Как видим, в этом 

случае закон управления (6) обеспечивает безошибочное выполнение технологи-

ческого инварианта constxx == 0
22 . 

 
 

Рис. 3  График изменения ошибки

( ) ( ) 0
22 xtxt −=ε . 

Рис. 4  График изменения управления. 

Пример 2. Интерес к хаотическим системам не утихает в течение последних 

двух-трех десятилетий. И если изначально этот интерес сводился преимущест-

венно к выявлению и анализу хаотических систем, то в настоящее время хаотиче-

ские системы находят широкое инженерное применение, базирующееся на ис-

пользовании управляемых хаотических систем. Имеется множество публикаций 

по использованию современных методов теории управления для решения различ-

ных задач управления хаотическими системами с разнообразными странными ат-

тракторами [14 – 17].  

В данной работе рассмотрим применение предложенного подхода к реше-

нию задачи управления системой с хаотическим аттрактором Генесио-Теси [17]: 
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( ) ( ) ( ) 2
1 2 2 3 3 1 2 3 1, , ,x t x x t x x t cx bx ax mx= = = − − − +ɺ ɺ ɺ   (13) 

здесь ( ) ( ) ( ) ( )[ ]Ttxtxtxt 321 ,,=X  – вектор состояния; mcba ,,,  – положительные кон-

станты, при этом cab < . Система (13), при 2,1=a , 92,2=b , 6=c  и 1=m , пред-

ставляет собой неуправляемую хаотическую систему, фазовая траектория кото-

рой показана на рис. 5 [17]. 
 

 
Рис. 5  Фазовая траектория системы (13). 

Из (13) получим возмущенную систему с управлением: 

( ) ( )
( ) ( ) ,

;;

2
13213

3221

Utdfmxaxbxcxtx

xtxxtx

++∆++−−−=

==

ɺ

ɺɺ

  (14) 

здесь f∆  – параметрическая неопределенность хаотической системы (13); ( )td  – 

неизмеряемое внешнее возмущение; U  – управление.  

В общем случае возмущения системы (14) ограничены [17]: ,f α∆ ≤

( )d t β≤ , где βα,  – положительные константы. 

Задача управления системой (14) заключается в обеспечении нулевого зна-

чения вектора ошибки: 

( ) ( ) ( ) 0limlim =−=
∞→∞→

ttt d
tt

XXE ,  

где ( ) ( ) ( ) ( )[ ]Tdddd txtxtxt ɺɺɺ ,,=X  – желаемый вектор состояния. 

Рассмотрим построение нелинейного закона управления ( )zX,UU =  для 

объекта (14), который обеспечивает компенсацию параметрического и внешнего 

возмущений при ( ) 0=txd .  

Согласно методу АКАР сформируем расширенную модель для синтеза за-

кона управления. Введем динамическую модель возмущений 

( )
( )
( )

1 2

2 3

3 3 1 2 2 1

;

;

,

z t z

z t z

z t x x xγ γ

=

=

= + +

ɺ

ɺ

ɺ

  (15) 

где 21,γγ  – постоянные коэффициенты. 

Таким образом, объединяя (14) и (15), получим расширенную систему: 
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( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) .

;;

;

;;

122133

3221

1
2
13213

3221

xxxtz

ztzztz

Uzmxaxbxcxtx

xtxxtx

γγ ++=

==

+++−−−=

==

ɺ

ɺɺ

ɺ

ɺɺ

  (16) 

В соответствии с методом АКАР введем макропеременную 

33221112213 zzzxxx βββγγψ +++++= ,  (17) 

здесь iβ  – постоянные коэффициенты. 

Подставляя ψ  (17) в основное функциональное уравнение метода АКАР 1-

го порядка 

( ) 0=+ψψ tT ɺ   (18) 

и раскрывая его совместно с (17) и (16), находим закон управления: 

( )

( ) ( )

2
2 2 1 3 1 2 3 1 1 1 2 2 3

3 3 1 2 2 1 3 1 2 2 1 1 1 2 2 3 3

1
.

U x x cx bx ax mx z z z

x x x x x x z z z
T

γ γ β β

β γ γ γ γ β β β

= − − + + + − − − − −

− + + + + + + + +

X,z
  (19) 

Решение (18) 0=ψ  является асимптотически устойчивым при 0>T . 

На многообразии 0=ψ  динамика системы (16) описывается следующей 

линейной декомпозированной системой: 

( )
( )
( ) ( )
( ) .

;;

;

;

3322113

3221

33221112212

21

zzztz

ztzztz

zzzxxtx

xtx

βββ

βββγγ

−−−=

==

−−−−−=

=

ɺ

ɺɺ

ɺ

ɺ

  (20) 

Для нахождения неизвестных коэффициентов, обеспечивающих устойчи-

вость системы (20), также воспользуемся методом модального управления. Запи-

шем матрицу состояния системы (20) и найдем ее характеристическое уравнение: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) .0

det)(

122211
2

32211

3
2312

4
13

5

=++++++

++++++=−=

βγβγβγβγβγβ

γβγβγβ

pp

pppppA AE
  

Желаемое характеристическое уравнение с заданным расположением кор-

ней представим в виде 

( ) ,0510105)( 5
0

4
0

23
0

32
0

4
0

55
00 =+++++=−= pppppppppppppA   

здесь 00 <p  – желаемый корень. 

Приравнивая коэффициенты этих уравнений при одинаковых степенях p, 

найдем: 

03
2
02

3
01

2
0201 3,3,,,2 ppppp ===== βββγγ .  (21) 

Таким образом, выбор 0>T  и коэффициентов ji βγ ,  согласно (21) обеспе-
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чит асимптотическую устойчивость системы (16) с синтезированным законом 

управления (19). 

На рис. 6 – 9 показаны результаты моделирования объекта (14) с синтезиро-

ванным законом управления (19) при неизмеряемых возмущениях согласно [17]: 

( ) ( ) ( )321 3sin2sinsin5,0 xxxf πππ=∆ ;     ( ) ( )ttd cos2,0= .  (22) 

Параметры объекта: 2,1=a ; 92,2=b ; 6=c ; 1=m .  

Параметры закона управления: 1=T ; 40 −=p .  

При моделировании до момента t = 5с объект неуправляем, т.е. 0=U . 
 

  
Рис. 6  График изменения ( )tx1 . 

 

Рис. 7  График изменения ( )tx2 . 

 

  
Рис. 8  График изменения ( )tx3 . 

 

Рис. 9  График изменения управления. 

В [17] для решения аналогичной задачи управления объектом (14) с такими 

же возмущениями предложено адаптивное управление со скользящим режимом. 

Опуская процедуру синтеза, приведем конечное выражение для закона управле-

ния: 

( ) ΦΘ−+−−= µtxececU dɺɺɺ2132 ,  (23) 

здесь ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtxetxtxetxtxe ddd ɺɺɺ −=−=−= 332211 ,,  – компоненты вектора 

ошибки; βα ˆˆˆˆˆˆ 2
1321 +++++=Θ xmxaxbxc ; 11223 ececes ++=  – поверхность 

скольжения; ( )( ) ( )( ) 1
ˆ ˆ1 exp 1 exp ;s sλ λ

−
Φ = − − + −  1 2, ,c c µ  – положительные 

константы. 

Закон управления (23) дополняется подсистемой динамического оценива-

ния параметров: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

1 0

2 0

3 0

2
1 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆexp , 0 ;

ˆ ˆ ˆ, 0 ;

ˆ ˆ ˆ, 0 ;

ˆ ˆ ˆ, 0 ;

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, 0 ; , 0 , 0 ,

t s

c t s x c c

b t s x b b

a t s x a a

m t s x m m t t s

λ γ λ λ λ

α β α α β β

= − Φ =

= =

= =

= =

= = = = = =

ɺ

ɺ

ɺ

ɺ

ɺɺɺ

  (24) 

где 0000000
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ βαλ mabc  – положительные и ограниченные начальные значения 

параметров; γ  – положительная константа. Параметры закона управления (23), 

(24) согласно [17]: ;1,1;6;10 21 === µcc  ;1=γ  5,0ˆ
0 =λ ; ;9ˆ0 =c ;7ˆ

0 =b  0 0
ˆ ˆ5; 3;a m= =

0 0
ˆˆ 1; 11α β= = . 

Результаты моделирования объекта (14) с адаптивным законом управления 

(23), (24) при тех же неизмеряемых возмущениях (22) и тех же начальных услови-

ях по переменным состояния системы (14) имеют схожий с рис. 6 – 9 качествен-

ный характер и динамические характеристики. Однако следует отметить следую-

щие преимущества синергетического закона управления (19): 

закон управления (19) структурно проще, поскольку содержит только одну 

нелинейную составляющую; 

закон управления (19) содержит три динамические компоненты – систему 

(15), а закон управления (23) содержит семь динамических компонент – систему 

(24); 

закон управления (23) при больших отклонениях от состояния равновесия 

приводит к возникновению высокочастотного изменения амплитуды управления 

с переключением полярности, а закон управления (19) не приводит к такому нега-

тивному эффекту. 

 

Заключение 

В работе представлено развитие принципа интегральной адаптации СТУ 

для синтеза нелинейных законов робастного управления нелинейными техниче-

скими системами. Основная идея нового подхода заключается в использовании 

одной модели возмущения высокого порядка, состоящей из последовательно 

включенных интеграторов (не менее трех), вместо отдельных моделей для каждо-

го возмущения в отдельности. Представлены примеры синтеза, которые проде-

монстрировали эффективность предложенного подхода – обеспечивается выпол-

нение технологических задач и асимптотическая устойчивость замкнутой систе-

мы, а с приемлемой ошибкой компенсируются неизмеряемые параметрические и 

внешние возмущения. 
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