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Рассматриваются фундаментальные математические модели упругой элек-
тронной поляризации и атомного строения рассматриваемых веществ. Пред-
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Введение 

Исследования электронных характеристик самых разнообразных материа-
лов неизбежно сталкиваются с квантовыми эффектами, многие из которых не 
имеют детерминированного описания. При этом нобелевский лауреат Кобаяси 
отмечает [1]: «Данная задача является очень сложной, поскольку существующие 
способы моделирования атомных и молекулярных структур несовершенны и тре-
буют слишком много времени. Прогресс в ее решении может быть обеспечен как 
за счет улучшения численных методов непосредственных расчетов и повышения 
их достоверности, так и за счет разработки совершенно новых методик, основан-
ных на принципиально иных принципах вычислений». 

Однако, несмотря на активное совершенствование теоретической базы со-
временных нанотехнологий, в основу наиболее распространенных математиче-
ских методов описания электронной конфигурации вещества закладываются по-
ложения фундаментальной для квантовой физики «копенгагенской интерпрета-
ции» [2 – 19]. С другой стороны, в 1990 г. была опубликована статья Отта, Гре-
боджи и Йорке [20], констатировавшая, что даже малое управление, приложенное 
к нелинейной системе в виде обратной связи, может коренным образом изменить 
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ее динамику и свойства. Кроме того, в настоящее время весьма активно развива-
ется кибернетическая физика [21], бесспорная результативность которой связана 
с мультидисциплинарностью исследований, проводимых на стыке классической 
теории автоматического управления и квантовой физики [22 – 26] или же теории 
бифуркаций и классической физики [27 – 40]. 

 
Кинетическая и потенциальная энергии электрона 

Из принципа относительности Эйнштейна, утверждающего инвариантность 
всех законов природы при переходе от одной инерциальной системы отсчета к 
другой, следует условие инвариантности уравнений основных физических зако-
нов, описываемое преобразованиями Лоренца. Таким образом, функциональное 
выражение кинетической энергии Te(v) отдельного электрона (рис. 1а), рассмат-
риваемого в качестве релятивистской частицы, имеет вид [41]: 
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где тe − масса покоя электрона; c – скорость света в вакууме; v – текущая линей-
ная скорость электрона. 

 
Рис. 1. Графики кинетической энергии электрона: а) функция общего вида; 

б) биномиальный преобразователь; в) модельно закрепленный вид. 

В свою очередь, с целью упрощения непосредственной процедуры практи-
ческих расчетов кинетической энергии произвольно движущегося электрона ис-
пользуется формула разложения в биномиальный ряд Ньютона [42]: 
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где K − общее число слагаемых конечного биномиального разложения. 



 

20

Является очевидным, что увеличение значения K в результирующем виде 
формулы (2) существенным образом влияет на точность расчетов функции Te(v) в 
области высоких скоростей (рис. 1, 2).  

 
Рис. 2. Графики потенциальной энергии электрона: а) функция общего вида; 

б) планетарный преобразователь; в) модельно закрепленный вид. 

При этом для условия v << с, в рамках которого правомерно пренебрежение 
членами биномиального разложения старших порядков, уравнение (1) принимает 
традиционный вид: 
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Следовательно, классическая трактовка кинетической энергии Te(v) произ-
вольно движущегося электрона может быть представлена в форме, так сказать, 
«модельно закрепленного» графика, изображенного на рис. 1в. 

Любое электрически заряженное тело, находящееся в потенциальном поле 
электромагнитных сил, обладает потенциальной энергией, за счет которого сила-
ми этого поля совершается механическая работа. Таким образом, функциональ-
ное выражение (рис. 2а) потенциальной энергии Pe(r) элементарного заряда 
(электрона) в поле сил другого заряда (атомного ядра) имеет вид [41]: 
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где e – величина элементарного заряда; ε0 – диэлектрическая проницаемость ва-
куума; r – расстояние между атомным ядром и электроном; C – произвольно за-
даваемая константа, определяющая точность интегрирования. 

В свою очередь, для генерации модельно закрепленного графика функцио-
нальной зависимости Pe(r) предлагается использовать соответствующий плане-
тарный преобразователь (рис. 2б), следуя которому электрон, лежащий на по-
верхности атомного ядра, является неподвижным в подобающей инерциальной 
системе отсчета; электрон, находящийся на орбите радиуса r, движется с некото-
рой линейной скоростью v; при удалении электрона в бесконечность его скорость 
оказывается равной скорости света в вакууме. 
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Следовательно, если считать, что при удалении электрона в бесконечность 
его потенциальная энергия обращается в ноль (рис. 2в), то константа C также ока-
зывается равной нолю, т.е.: 
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где rП – радиус атомного ядра, определяющий потенциальную энергию покоя. 
Отметим, что описанные биномиальный и планетарный преобразователи 

являются аналогами общего понятия «черный ящик», широко распространенного 
в технической кибернетике и теории автоматического управления. 

 
Классическая планетарная модель атома Бора 

Первая попытка выстроить квантовую модель атома была предпринята в 
1913 г. Бором, заложившим в основу своей теории два базовых постулата, связы-
вающих в единое целое следующий ряд фундаментальных предпосылок, нако-
пившихся к тому времени. Во-первых, это эмпирические закономерности линей-
чатых спектров водорода, выявленные Бальмером. Во-вторых, ядерная (плане-
тарная) модель атома, предложенная в 1911 г. Резерфордом. В-третьих, кванто-
вый характер излучения и поглощения света, открытый в 1900 г. Планком и тео-
ретически обоснованный в 1905 г. Эйнштейном [41]. 

Первый постулат Бора констатирует, что в атоме всегда существуют со-
стояния, в которых он не излучает энергии. При этом им соответствуют стацио-
нарные электронные орбиты, двигаясь по которым, электрон должен иметь дис-
кретные значения момента импульса, удовлетворяющие условию: 

ℏnrvm nne = ,          (5) 

где vn – линейная скорость кругового движения электрона по n-й орбите; rn – ее 
радиус; ћ – постоянная Дирака. 

Второй постулат Бора устанавливает, что при переходе электрона с одной 
стационарной орбиты на другую излучается или поглощается фотон с энергией, 
равной разности энергий соответствующих стационарных состояний атома: 

π2; hEEhf mn =−= ℏ ,        (6) 

где En и Em – энергии начальной и конечной орбит; h – постоянная Планка. 
Согласно подобной теоретической модели, сила кулоновского взаимодейст-

вия заряженных частиц сообщает каждому электрону атома определенное цен-
тростремительное ускорение, а второй закон Ньютона, описывающий движение 
электрона по круговой траектории вокруг атомного ядра, имеет вид: 
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Используя соотношение Резерфорда вида (7), Бор, во-первых, объединив 
его со своим выражением вида (5), вывел уравнение теоретических радиусов ста-
ционарных электронных орбит водородоподобной системы: 
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где r0 – величина первого боровского радиуса, теоретически описывающая размер 
электронной орбиты атома водорода. 

Во-вторых, принимая во внимание, что полная энергия En электрона, вра-
щающегося вокруг ядра водородоподобной системы по n-й орбите, складывается 
из его кинетической энергии (3), а также потенциальной энергии кулоновского 
взаимодействия (4), Бор сформировал достаточно очевидное выражение: 
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В свою очередь, объединение уравнений (7) – (9) дало результат: 
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Кроме того, по второму постулату Бора при переходе атома водорода из не-
которого возбужденного состояния m в основное состояние с меньшей энергией n 
испускается световой квант 
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следовательно, частота соответствующего атомного излучения составляет: 
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Таким образом, сопоставив обобщенную формулу Бальмера – Ридберга со 
своим уравнением (10), Бор получил теоретическое выражение, эквивалентное 
эмпирическому значению частотной постоянной Ридберга: 

2
0

3

4

32
0

4

8)4(4

1

επεπ h

emem
R ee ==

ℏ
.        (11) 

Необходимо отметить, что соотношение вида (11), детерминировано опи-
сывающее численное значение константы R, имевшей ранее 1913 г. только экспе-
риментальное подтверждение, до сих пор считается доказательством правомоч-
ности боровской модели электронной конфигурации атома. 

 

Альтернативный вывод константы Ридберга 

Используя ранее рассмотренные модельно закрепленные графики кинети-
ческой (рис. 1в) и потенциальной (рис. 2в) энергии электрона, а также закон со-
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хранения энергии движущейся частицы, построим диаграмму полной энергии 
элементарного осциллятора (рис. 3). 

 
Рис. 3. Диаграмма полной энергии элементарного осциллятора. 

В свою очередь, полученная подобным образом схема взаимосвязи зависи-
мостей вида (3) и (4) дает возможность выделить точку, соответствующую усло-
вию равенства потенциальной Pe(vh) и кинетической Te(vh) энергий электрона для 
его линейной скорости vh при движении по круговой орбите радиуса rh: 
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Кроме того, следуя квантовой теории, любой атомный осциллятор излучает 
энергию квантами, пропорционально определенной частоте колебаний: 
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Таким образом, учитывая, что Eh = Te
h = Pe

h, имеют место соотношения: 
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Выражение вида (12) дает возможность провести следующие выкладки: 
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Ключевым преимуществом представленного «альтернативного» вывода по-
стоянной Ридберга является объективное исключение из процедуры непрерывных 
математических преобразований обоих постулатов Бора (5) и (6), изначально рег-
ламентирующих основные принципы современной квантовой механики. 

Следует отметить, что уравнение (13) может быть напрямую сопоставлено с 
обобщенной формулой Бальмера – Ридберга, весьма эффективно описывающей 
частотную зависимость линейчатого спектра водорода: 
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где n – натуральные числа, определяющие номер отдельной серии; m – натураль-
ные числа, характеризующие спектральные линии n-й серии. 

Особенность выражения (14) заключается в том, что на его основе может 
быть сформировано очевидное уравнение линейчатого спектра сложного атома: 
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где Z – номер атомного ядра в периодической системе химических элементов. 
 

Кибернетическое моделирование частотных спектров 

Наряду с ранее изложенными обстоятельствами, математическая модель 
упругой электронной поляризации, возникающей под действием слабого элек-
тромагнитного поля и физически обусловливающей спектральные серии атомов 
или ионов, вполне адекватно описывается классическим уравнением затухающих 
колебаний линейного гармонического осциллятора [43]: 
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где µ(t) – временная функция наведенного дипольного момента; β и ω0 – коэффи-
циент затухания и частота собственных колебаний электронного облака; z – число 
составляющих его электронов; E(t) – напряженность эффективного электрическо-
го поля, действующего внутри поляризованного образца. 

Кроме того, с помощью типичной для технической кибернетики серии пре-
образований обыкновенного дифференциального уравнения (16) можно получить 

частотную передаточную функцию W(jω) электронных колебаний частицы, экви-

валентную комплексному выражению ее электронной поляризуемости α(jω): 
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где αRe(ω) и αIm(ω) – вещественная и мнимая частотные характеристики вида: 
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В свою очередь, наиболее эффективным выражением комплексной диэлек-
трической проницаемости конкретных физических веществ, находящихся в раз-
личных агрегатных состояниях, оказывается ее кибернетическая модель [27, 35] 
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где K – общее число разновидностей электронных орбиталей частиц вещества; Ni 
– их объемные концентрации; εRe(ω) и εIm(ω) – вещественная и мнимая частотные 
характеристики комплексной диэлектрической проницаемости вида: 
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Объемные концентрации отдельных частиц вещества могут быть найдены 
по классической формуле: 

MkN ρ= ,          (21) 

где ρ – физическая плотность образца; M – молекулярная масса его формульной 
единицы; k – количество одинаковых частиц в ее составе. 

И наконец, частотные зависимости показателей оптического преломления 

n(ω) и оптического поглощения χ(ω) светового потока исследуемым материалом 
описываются известными соотношениями [44]: 
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Таким образом, совокупность уравнений (17) – (23) может оцениваться в 
качестве конечного результата структурного синтеза общего решения задачи не-
прерывно-детерминированного моделирования частотных и других аналогичных 
им, – например, длинноволновых электронных спектров конкретных веществ, фи-
зически измеряемых в области видимого и ультрафиолетового диапазонов. 

Останавливаясь на рассмотрении возможности эффективного параметриче-
ского синтеза вышеуказанных уравнений, необходимо отметить, что основную 
трудность вызывает определение численных значений динамических параметров 
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изучаемых процессов – коэффициентов затухания и частот собственных колеба-
ний электронных орбиталей частиц, так как их собственные параметры – заряды, 
массы и объемные концентрации – находятся вполне однозначно. 

Для устранения выявленного затруднения можно констатировать, что урав-
нение (23), описывающее частотный спектр поглощения электромагнитного из-
лучения светового потока, является теоретическим аналогом физически наблю-
даемых линейчатых спектров. Типовое условие существования экстремума 
структурно входящей в него функции (18), определяемое резонансной круговой 

частотой ωr соответствующей полосы электронного поглощения, имеет вид: 
22

0 22 βωπω −== rr f .  

Кроме того, на основании имеющихся достоверных экспериментальных 

данных [45] можно смело утверждать, что β << ω0, следовательно, учитывая фор-
мулу (15), значения частот собственных колебаний конкретных электронных ор-
биталей отдельных веществ могут быть выражены как: 
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Несмотря на относительную простоту уравнений (17) – (24), их общий вы-
числительный потенциал обусловливает принципиальную возможность детерми-
нированного моделирования непрерывных частотных спектров электронных 
свойств самых разнообразных веществ, а его достоверность достаточно просто 
проверяется путем сопоставления расчетных характеристик с их соответствую-
щими экспериментальными аналогами. При этом точность совпадения теоретиче-
ских и физических спектров может рассматриваться в качестве прямого доказа-
тельства используемых математических моделей. 

 
Расчетные электронные спектры водорода и гелия 

Теория Бора была крупным шагом в развитии атомной физики и создании 
квантовой механики. Однако, основываясь, с одной стороны, на законах класси-
ческой физики, с другой, – на квантовых постулатах, она не может объяснить ин-
тенсивность полос поглощения, а также физические условия осуществления тех 
или иных квантовых переходов. Помимо всего прочего, весьма серьезным изъя-
ном теории Бора является невозможность описания атомного спектра гелия – 
простейшего из инертных газов, располагающегося непосредственно за водоро-
дом в периодической таблице свойств химических элементов. 

В свою очередь, предлагаемая автором методика практического расчета оп-
тических спектров вещества должна устранить, по крайней мере, второй из ука-
занных недостатков. Для проверки данного утверждения был проведен ряд пред-
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варительных вычислительных экспериментов, направленных на кибернетическое 
моделирование типичного ряда электронных характеристик водорода, обобщен-
ные результаты которого приведены на рис. 4. 

 
Рис. 4. Электронные характеристики водорода: а) линейчатый спектр; 
б) спектр показателя поглощения; в) спектр показателя преломления. 

Комментируя представленные графики, необходимо отметить. 
График на рис. 4а воспроизводит экспериментальную длинноволновую за-

висимость интенсивности полос поглощения водорода, т.е. его линейчатый атом-
ный спектр [45], изображенный над горизонтальной линией, под которой изобра-
жены вертикальные отрезки, соответствующие значениям частот поглощения, 
рассчитанным по формуле (15).График на рис. 4б изображает теоретическую за-
висимость показателя оптического поглощения водорода, рассчитанную с помо-
щью уравнений (17) – (23). При этом структурный параметр молекулы H2 имел 
значение k = 1, конфигурация электронной оболочки описывалась как z = 2, а час-
тота ее собственных колебаний определялась по формуле (24) для n = 1 и m = 7. 

Сплошная линия на рис. 4в отображает теоретическую зависимость показа-
теля оптического преломления водорода, рассчитанную с помощью уравнений 
(17) – (23) для тех же самых собственных параметров его электронной конфигу-
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рации, что и предыдущая характеристика. Кроме того, на рассматриваемом гра-
фике выведен точечный массив, воспроизводящий экспериментальную длинно-
волновую зависимость моделируемого спектра [45], который хорошо коррелиру-
ет с результатами его теоретических расчетов как по численным значениям, так и 
по общей поведенческой страте моделируемой кривой. 

Комплексный анализ общей совокупности представленных результатов по-
зволяет достаточно обоснованно констатировать, что предлагаемая методика 
описания оптических спектров вещества является, во-первых, такой же эффек-
тивной, как и существующие в настоящее время общепризнанные способы кван-
тово-механических вычислений. Во-вторых, она оказывается гораздо менее за-
тратной с точки зрения привлекаемых вычислительных ресурсов, так как целиком 
и полностью опирается на простые непрерывно-детерминированные математиче-
ские модели. В-третьих, данная методика предоставляет дополнительную воз-
можность достоверного подтверждения адекватности используемых моделей в 
области эффективного моделирования основных физических свойств вещества, к 
которым однозначно относится частотная зависимость оптического спектра пре-
ломления исследуемым материалом видимого света. 

Для проверки универсальности предлагаемой методики был проведен ряд 
дополнительных вычислительных экспериментов, направленных на кибернетиче-
ское моделирование рассматриваемого ряда электронных характеристик гелия, 
обобщенные результаты которого приведены на рис. 5. 

Комментируя текущую группу графиков, отметим следующее. 
График на рис. 5а воспроизводит экспериментальную длинноволновую за-

висимость интенсивности полос поглощения гелия [45]. При этом результаты 
теоретических расчетов соответствующих значений частот поглощения, рассчи-
танных по формуле (15) и показанных вертикальными отрезками под горизон-
тальной линией, несколько хуже соответствуют их физически наблюдаемым ана-
логам, однако серия линий Лаймана оказывается локализованной в требуемой об-
ласти частот. 

График на рис. 5б изображает теоретическую зависимость показателя опти-
ческого поглощения гелия, рассчитанную с помощью уравнений (17) – (23). При 

этом k = 1, z = 2, а ω0 определялась по формуле (24) для n = 1 и m = 7. 
Сплошная линия на рис. 5в отображает теоретическую зависимость показа-

теля оптического преломления гелия, рассчитанную с помощью уравнений (17) –
(23) для тех же самых собственных параметров его электронной конфигурации, 
что и предыдущая характеристика. Кроме того, на графике выведен точечный 
массив, воспроизводящий экспериментальную длинноволновую зависимость мо-
делируемого спектра [45], хорошо коррелирующий с результатами расчетов. 
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Рис. 5. Электронные характеристики гелия: а) линейчатый спектр; 

б) спектр показателя поглощения; в) спектр показателя преломления. 

Таким образом, принимая во внимание, что обе серии вычислительных экс-
периментов проводились в рамках единой математической модели, можно доста-
точно обоснованно констатировать наибольшую результативность предлагаемой 
методики практического расчета электронных спектров вещества по сравнению 
со всеми существующими на текущий момент способами теоретического описа-
ния исследуемых физических характеристик. 

 

Заключение 

К основным недостаткам существующих методик практических расчетов 
электронных свойств вещества, реализуемых в рамках квантовой теории, можно с 
достаточной степенью уверенности отнести следующие ключевые моменты. Во-
первых, чрезвычайную громоздкость непосредственно производимых вычисле-
ний, связанных с необходимостью учета внутренних состояний каждого отдель-
ного элемента сложной физической системы. Во-вторых, дискретность линейча-
тых спектров энергетических уровней электронных орбиталей, обусловленную 
сущностью дискретно-стохастического подхода. 
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Первое из названных обстоятельств является хорошо известным, второе же 
представляется более злободневным, поскольку в качестве экспериментальных 
данных, используемых для выяснения электронной конфигурации атомов или ио-
нов, обычно выступают их спектральные линии, отображающие максимумы по-
лос поглощения электромагнитного поля света частицами конкретного вещества 
в рентгеновском диапазоне частот электромагнитного спектра. С другой стороны, 
активное развитие колебательной спектроскопии привело к возможности привле-
чения для решения рассматриваемых задач электронно-оптических спектров ма-
териалов, представляющих собой плавные кривые, которые могут быть легко со-
поставленными с результатами теоретических расчетов. 

Учитывая сложившуюся ситуацию, особую актуальность приобретает про-
блема критического пересмотра и современного развития фундаментальных по-
ложений классической электронной теории, обладающей несомненными пре-
имуществами, обусловленными в первую очередь применением в качестве основ-
ной математической схемы обыкновенных дифференциальных уравнений, т.е. 
непрерывно-детерминированных моделей изучаемых систем. Следует отметить, 
что непосредственный вычислительный потенциал названного подхода позволяет 
одновременно устранить оба недостатка традиционных квантовых расчетов, а 
также существенно упростить решение задачи структурного синтеза математиче-
ских выражений искомых характеристик.  

В свою очередь непрерывно-детерминированное моделирование электрон-
но-оптических спектров вещества никоим образом не подразумевает отказа от 
дискретной трактовки электронного строения атома, которая в рассматриваемом 
случае может использоваться для определения динамических параметров класси-
ческих уравнений электронной поляризации конкретных материалов. 
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