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Предложена модель сообщества «хищник – жертва», в которой каждый из 

рассматриваемых видов обладает возрастной структурой с двумя стадиями 

развития, а также выраженной сезонностью жизненного цикла. Моделируется 

ситуация, характерная для сообщества «песец – мышевидные грызуны». Ис-

следованы динамические режимы предложенной модели, а также возможно-

сти смены динамического режима. 
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Введение 

Среди современных исследований пространственно-временной динамики 

популяций, взаимодействующих по принципу «хищник – жертва», встречаются 

весьма интересные работы, учитывающие выраженную сезонность жизненного 

цикла многих биологических видов и основанные на уравнениях с дискретным 

временем [1 – 5]. В частности, флуктуации дискретной по времени системы 

«хищник – жертва» обстоятельно исследованы при помощи методов теории ди-

намического хаоса [3]. Похожие работы, направленные на изучение возникающих 

динамических режимов, проводятся и на основе традиционного аппарата диффе-

ренциальных уравнений [4].  

                                           
* Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект 18-51-45004 ИНД_а) и Програм-

мы ДВО РАН «Дальний Восток» (проект 18-5-013). 
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Как правило, в этих исследованиях рассматривается динамика каждой со-

ставляющей сообщества и ее изменения в результате взаимодействия между по-

пуляциями. При этом возрастная структура взаимодействующих популяций за-

частую не учитывается. В действительности же каждая популяция, входящая в 

сообщество, может обладать выраженной возрастной структурой, что, безуслов-

но, сказывается на динамике как отдельных популяций, так и системы в целом. 

Имеется огромное количество работ по математической биологии, посвященных 

изучению влияния возрастной структуры локальной популяции на динамику ее 

численности [6 – 11]. Исследования, в которых изучается динамика системы 

«хищник – жертва» с учетом возрастной детализации, встречаются крайне редко и 

преимущественно в моделях с непрерывным временем [12 – 15]. 

Кроме того, рассматривается ситуация, когда возрастной структурой обла-

дает либо хищник, либо жертва, но не обе взаимодействующие популяции. При 

этом реальные популяции, как правило, обладают возрастной структурой и моде-

лирование сообщества, состоящего из неоднородных популяций, представляется 

перспективным.  

Интересный пример взаимодействия «хищник – жертва» представляет со-

бой сообщество «песец – мышевидные грызуны». Известно, что естественные по-

пуляции песцов (Alopex lagopus), населяющие континентальные территории, пи-

таются мелкими грызунами, главным образом полевками, численность которых 

характеризуется циклическими колебаниями [16]. В годы, когда пищи мало, по-

пуляции континентальных песцов имеют очень низкий репродуктивный уровень; 

в годы с обильной пищей (когда в популяциях жертвы наблюдается подъем чис-

ленности) количество детенышей в пометах вырастает в несколько раз. При этом 

каждый из видов, составляющий сообщество «песец – мышевидные грызуны», 

обладает возрастной структурой, и для моделирования динамики сообщества воз-

растную подразделенность необходимо учитывать. 

В данной работе предложена и исследована модель «хищник – жертва», 

учитывающая возрастную структуру взаимодействующих видов, характерную 

для сообщества «песец – мышевидные грызуны». 

 

Математическая модель динамики сообщества "хищник – жертва" 

Уравнения динамики численности популяций мелких млекопитающих, яв-

ляющихся кормовой базой для таких хозяйственно-ценных видов как соболи и 

песцы, имеют вид [17]: 

1 1 2 2
( )(1 ) ( )

1 1 1 2 2

2 1 2

( 1) ( ( )(1 ) ( )) ,

( 1) ( )(1 ) ( ),

x n u x nx n r x n u r x n e

x n s x n u v x n

β β− ⋅ − + + = − + ⋅


+ = ⋅ − + ⋅     
(1) 

где x1 и x2 – численность соответственно сеголеток и перезимовавших половозре-
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лых особей; r1 и r2 – репродуктивные потенциалы половозрелых групп; s и v – их 

выживаемости; β1 и β2 – коэффициенты самолимитирования, отражающие интен-

сивность влияния конкурентных взаимодействий между половозрелыми особями 

разного возраста на уровень рождаемости, причем β1 = β2r1/r2; u – доля численно-

сти сеголеток, изъятых хищником, которая зависит от численности жертвы и 

хищника и будет формализована позже. 

Жизненный цикл песца может быть описан моделью двухвозрастной попу-

ляции [18], поскольку продолжительность жизни половозрелых особей составля-

ет несколько лет, а молодые особи, как правило, вступают в процесс размножения 

на втором году жизни: 

1 1 2

2 1 1 2

( 1) ( ( )) ( ),

( 1) ( )(1 ( )) ( ),

y n w x n y n

y n y n y n c y n

α+ = ⋅ ⋅
 + = − + ⋅

      (2) 

где y1 и y2 – относительные численности младшего возрастного класса и репро-

дуктивной части популяции (т.е. емкость экологической ниши хищника считается 

единичной, y1 ≤ 1, y2 ≤ 1); с – выживаемость половозрелых особей при переходе к 

следующему сезону размножения; ))(( 1 nxwW α⋅=  – репродуктивный потенциал 

хищника, а w – его максимально возможное значение. 

В качестве функции питания хищника α(x1) будем использовать функцию, 

учитывающую насыщение хищника или трофическую функцию Холлинга второ-

го типа:  

)(*

)(
))((

1

1

nxx

nx
nx

+
=α ,  

где x* – численность жертвы, при которой репродуктивный потенциал хищника 

будет равен половине от максимально возможного. 

В результате питания хищника меняется численность жертвы (в основном 

сеголеток):  

 
=α⋅⋅α−→ ))(()()()( 2011 nxnynxnx
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+

⋅α
=α⋅⋅α=  – доля численности сеголеток, изъя-

тая хищником; α0 коэффициент преобразования биомассы (α0 >> 1). Таким обра-

зом, происходит влияние хищника на процессы размножения, конкуренции и вы-

живания в популяции жертвы. 

 Отметим, что четырехкомпонентная модель динамики сообщества включа-

ет двухкомпонентные модели разного типа – у жертвы плотностное лимитирова-

ние осуществляется экспоненциально, что связано с ярко выраженной плотностно 

зависимой регуляцией рождаемости в популяциях грызунов; у хищника процессы 
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плотностного лимитирования выражены слабее, поэтому линейная зависимость 

оказывается вполне адекватной. Кроме того, каждая из составляющих моделей 

ранее была успешно применена для моделирования динамики отдельных популя-

ций полевок [17] и песцов [18]. 

Стационарные точки. Система уравнений (1), (2) имеет три стационарные 

точки: 

1) тривиальная стационарная точка, соответствует вымиранию обеих попу-

ляций: {y1 = 0; y2 = 0;x1 = 0; x2 = 0}; 

2) полутривиальная, соответствует свободному существованию популяции 

жертвы в отсутствие хищника: 1 2
1 2 1

1 2

1 (1 )
0, 0, ln

(1 ) 1

v r v r s
у у x

v s vβ β
 − − + ⋅

= = =
− + ⋅ −

,

1 2
2

1 2

(1 )
ln ;

(1 ) 1

s r v r s
x

v s vβ β
− + ⋅

= 
− + ⋅ −   

3) нетривиальная, соответствует устойчивому существованию сообщества 

хищник – жертва и определяется как решение трансцендентного уравнения отно-

сительно x1: 

 )1(

))1()(1(
ln))1/()(1( 21

211
v

srvru
vsux

−
⋅+−−

=−β+β− ,  

где 0 2
0 2 1 1 2 1 2 2 12

1

1
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y W c
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Условия существования нетривиальной стационарной точки системы (1), (2) сле-

дующие: 0 < u < 1, 1>+ cW  и )1/(
1

1
21 vsr

u
r −⋅−

−
> , что эквивалентно:  
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Классификация динамики сообщества в зависимости  
от параметров системы 

 

Рассмотрим сценарии перехода от стационарной динамики к колебаниям 

численности хищника и жертвы при различных значениях внутрипопуляционных 

параметров, определяющих динамику каждого из взаимодействующих видов, и 

параметра их взаимодействия (х* или константы полунасыщения).  

Для понимания, каким образом внутрипопуляционные параметры опреде-

ляют динамику каждого из взаимодействующих видов, начнем с краткой харак-

теристики динамики изолированных видов, составляющих рассматриваемое со-

общество «хищник – жертва». 
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Динамика изолированной популяции жертвы. Уравнения динамики числен-

ности изолированной популяции мелких млекопитающих представимы в виде: 

1 1 2 2
( ) ( )

1 1 1 2 2

2 1 2

( 1) ( ( )(1 ) ( )) ,

( 1) ( ) ( ).

x n x nx n r x n u r x n e

x n s x n v x n

β β− ⋅ + + = − + ⋅


+ = ⋅ + ⋅     
(3) 

Модель (3), помимо тривиальной, имеет одну неподвижную точку  

  

1 2
1

1 2

1 (1 )
ln

(1 ) 1

v r v r s
x

v s vβ β
 − − + ⋅

=
− + ⋅ −

, 1 2
2

1 2

(1 )
ln ,

(1 ) 1

s r v r s
x

v s vβ β
− + ⋅ = 

− + ⋅ − 
  

 которая существует при условии 
v

sr
r

−

⋅
−>

1
1 2

1 .  

Исследование границ треугольника устойчивости нетривиальной непод-

вижной точки системы (4) показало, что переход возможен как через границу    

(|λ| = 1, комплексные значения) с реализацией сценария Неймарка – Сакера, так и 

по сценарию Фейгенбаума через границу (λ = –1) [17]: 

λ = 1 : 2 1
2 1 1 1

1 2 1 2

(1 ) (1 )
( ) 1 ;

(1 ) (1 )

r v r v
s x v x

r v r s r v r s
β β

− −
− = + − −

− + ⋅ − + ⋅
 

λ = –1: 2 1
2 1 1 1

1 2 1 2

(1 ) (1 )
( ) 1;

(1 ) (1 )

r v r v
s x x v

r v r s r v r s
β β

− −
− = − − −

− + ⋅ − + ⋅
 

|λ| = 1, комплексные: 1)
)1(

)1(
(

21

2
12 =

⋅+−

−
−β

srvr

vr
xs . 

Динамика изолированной популяции хищника. Ситуацию, когда доступ-

ность пищи не меняется год от года, можно наблюдать в естественных популяци-

ях песцов, населяющих прибрежные территории. Они питаются морской птицей, 

рыбой, тюленями и морскими беспозвоночными; доступность этих ресурсов 

практически не изменяется год от года [19]. Прибрежные песцы дают приплод 

небольшого размера каждый год, и их репродуктивный уровень оказывается по-

стоянным. В этом случае модель (2) можно переписать в виде [20]: 

1 2

2 1 1 2

( 1) ( ),

( 1) ( )(1 ( )) ( ).

y n w y n

y n y n y n c y n

+ = ⋅
 + = − + ⋅

      (4) 

Модель (4), помимо тривиальной, имеет одну неподвижную точку:  

1

1
,

w c
y

w

+ − =


 2 2

1
,

w c
y

w

+ − = 


  

которая существует при условии w + c > 1 и устойчива, если 32 <+ wc .  

При переходе через эту границу 32 >+ cw  потеря устойчивости нетриви-

альной стационарной точки реализуется по сценарию Неймарка – Сакера (рис. 1) 

через комплексные значения собственных чисел.  

Динамика сообщества. Параметры обоих видов внутри треугольника устой-

чивости.  В этом случае происходит стабилизация динамики в нетривиальной 
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стационарной точке (3), если пищи достаточно (рис. 2), или в полутривиальной 

(2), если пищи недостаточно. 

 
Рис. 1. Бифуркационные диаграммы численности половозрелого хищника (y2) в модели (3) при 

изменении бифуркационного параметра w и фиксированных значениях параметра с: 

а) с = 0.1; б) с = 0.33; в) с = 0.4; г) с = 0.7. 
 

 

Рис. 2. Динамика возрастных классов хищника (y) и жертвы (x) – линия с маркерами в модели 

взаимодействующих видов (1), (2); без маркеров – динамика отдельных видов (3), (4).  

Значения параметров: w = 2.0; c = 0.33; α0 = 3; x* = 1; r1 = 7.5; r2 = 4.8; β2 = 1; v = 0.1; s = 0.15. 

Достаточность численности сеголеток (x1) в популяции жертвы для обеспе-

чения существования хищника сложным образом зависит от параметров модели и 

определяется выполнением условия 1>+ cW  (рис. 3). 
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Рис. 3. Зависимость W (в стационарной точке) от х*. Кривые соответствуют различным 

значениям параметра c (слева, при w = 2.0 ) и w (справа, при c = 0.33).  

Другие параметры соответствуют рис. 2. 

Высокий репродуктивный потенциал жертвы; параметры хищника внутри 

треугольника устойчивости. Если пищи достаточно, то динамка хищника под-

страивается под динамику жертвы. На рис. 4 пример динамики сообщества, где 

потеря устойчивости стационарной точкой произошла через значение λ = –1 (по 

сценарию Фейгенбаума (рис. 5)). 
 

 

Рис. 4. Динамика возрастных классов хищника (y) и жертвы (x) – линия с маркерами в 

модели взаимодействующих видов (1), (2); без маркеров – динамика отдельных видов (3), (4). 

Значения параметров совпадают с рис. 2, кроме: r1 = 15 иr2 = 8.  

Максимальное по модулю собственное значение λ = –1.61. 

 
Рис. 5. Бифуркационные диаграммы численности сеголеток (x1) и репродуктивной группы 

популяции хищника (y2). Потеря устойчивости по сценарию Фейгенбаума при изменении би-

фуркационного параметра r1. Другие параметры совпадают с рис. 4. 
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Высокий репродуктивный потенциал хищника; параметры жертвы внутри 

треугольника устойчивости. Хотя с биологической точки зрения такая ситуация, 

по-видимому, маловероятна, но с точки зрения динамики она весьма интересна.  

Поскольку количество пищи лимитирует реальный репродуктивный потен-

циал хищника { ))(( 1 nxwW α⋅= }, динамика сообщества может быть стационар-

ной (рис. 6). 

 
Рис. 6. Динамика возрастных классов хищника (y) и жертвы (x) – линия с маркерами в моде-

ли взаимодействующих видов (1), (2); без маркеров – динамика отдельных видов (3), (4).  

Значения параметров совпадают с рис. 2, кроме: w = 2.7, r1 = 8. 
 

Рис. 7. Бифуркационные диаграммы численности сеголеток (x1) и репродуктивной группы 

популяции хищника (y2). Потеря устойчивости по сценарию Неймарка – Сакера  

при уменьшении бифуркационного параметра х* (другие параметры совпадают с рис. 6). 

Однако если хищник обладает очень умеренным аппетитом (x* << x1), что 

может быть связано с наличием у него альтернативного типа пищи, то доступное 
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количество пищи данного вида (x1) может в недостаточной степени уменьшать 

его репродуктивный потенциал, и тогда сообщество будет демонстрировать 

флуктуации численности обоих видов (рис. 8). В этом случае колебания числен-

ности в популяции жертвы оказываются инициированы изъятием с переменной 

долей и потеря устойчивости стационарной точкой происходит по сценарию 

Неймарка – Сакера через комплексные значения собственных чисел (рис. 7). 

 

Рис. 8. Динамика возрастных классов хищника (y) и жертвы (x) – линия с маркерами в моде-

ли взаимодействующих видов (1), (2); без маркеров – динамика отдельных видов (3), (4).  

Значения параметров: x* = 0.25, другие параметры совпадают с рис. 6.  

Максимальное по модулю собственное значение: λ = 0.18 ± i. 

Высокие репродуктивные потенциалы обоих видов (вне треугольника ус-

тойчивости). В случае, когда обе популяции обладают высокими репродуктивны-

ми потенциалами, достаточными для выхода за границу треугольника устойчиво-

сти, динамика сообщества будет нестационарной. В зависимости от соотношения 

параметров популяций определять динамику может как динамика жертвы, так и 

хищника. 

На рис. 9 популяционные параметры заданы так, что в изолированной попу-

ляции жертвы точный 4-летний цикл; у хищника – нерегулярная динамика. 

Уменьшение параметра х* сопровождается усложнением динамики сообщества 

по сценарию Фейгенбаума: увеличение – вымиранием хищника и сохранением    

4-летнего цикла в популяции жертвы. В зависимости от уровня полунасыщения 

хищника (x*) динамика сообщества может быть как регулярной, так и нерегуляр-

ной (рис. 10).  

Изменение динамического режима в популяции жертвы может быть обу-

словлено влиянием хищника, если он имеет альтернативные источники питания и 

в зависимости от их доступности меняется константа его полунасыщения x*. При 
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небольших ее значениях режим динамики может быть более сложным (рис. 9,    

x* < 1.1), а при больших динамика жертвы станет более простой, – например, 

вместо нерегулярной динамики или 4-летнего цикла установится 2-летний цикл 

(рис. 9, x*>1.15).  

 
Рис. 9. Бифуркационные диаграммы численности сеголеток (x1)  

и репродуктивной группы популяции хищника (y2) при изменении 

бифуркационного параметра х* (другие параметры совпадают с рис. 10). 

 

Рис. 10. Динамика возрастных классов хищника (y) и жертвы (x) – линия с маркерами в 

модели взаимодействующих видов (1), (2); без маркеров – динамика отдельных видов (3), (4).  

Значения параметров: w = 2.7, r1 = 18, другие параметры совпадают с рис. 2.  

Максимальное по модулю собственное значение: λ = –1.8. 

Заключение 

В работе предложена модель сообщества популяций двух видов, взаимо-

действующих по типу «хищник – жертва». При этом каждый из рассматриваемых 

видов обладает возрастной структурой, представленной двумя стадиями развития, 

а также выраженной сезонностью жизненного цикла. Соответственно, модель со-

держит четыре компонента и дискретна во времени. Моделируется ситуация, ха-
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рактерная для сообщества «песец – мышевидные грызуны». 

Проанализированы сценарии перехода от стационарной динамики к коле-

баниям численности хищника и жертвы при различных значениях внутрипопуля-

ционных параметров, определяющих характер динамики каждого из составляю-

щих сообщество видов, и параметра их взаимодействия (константы полунасыще-

ния хищника). Показано, что, наряду с устойчивым сосуществованием сообщест-

ва со стационарной динамикой при небольших репродуктивных потенциалах 

обоих видов, существует огромное разнообразие сложной динамики. При этом, 

как правило, характер динамики жертвы определяет и динамику хищника: коле-

бания численности в популяции жертвы инициируют колебания численности 

хищника такого же типа, при этом внутрипопуляционные параметры хищника 

могут соответствовать другим режимам динамики как стационарным, так и флук-

туирующим. С другой стороны, и хищник может менять динамику жертвы, но 

лишь в случае очень «умеренного» аппетита, что возможно лишь при наличии у 

хищника альтернативного вида пищи.  
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